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摘  要：基于空间一点应力分析，进行了空间曲面上一点的应力分析，得出了曲面上一点的法向应力、剪应力与应力
分量、曲面一阶偏导数的关系。建立了曲面至边坡表面土柱上力的微分平衡方程、力的平衡方程、力矩平衡方程。和

库仑屈服条件一起，构成了边坡稳定问题普遍适用的基本方程。采用与二维问题的简化 Bishop法类似假定，得出了一
种三维边坡稳定性分析的计算方法。算例表明，本文方法计算结果是合理的，具有广泛的应用意义。 
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Abstract: Based on the stress analysis of a point in space, the stress analysis of a point on a surface is performed, then the 

relationship among the normal stress, the shear stress, the stress component of a point on a surface and the first order partial 

derivative of the surface equation is deduced. Equilibrium equations of soil columns between the sliding surface and the top 

surface of the slope are established, which include differential equilibrium equation of force, equilibrium equation of force, and 

equilibrium equation of moment. These equilibrium equations and Coulomb yield condition can form the fundamental 

equations of three-dimensional slope stability analysis. Applying the supposition similar to that applied in the simplified Bishop 

method, a kind of three-dimensional slope analysis method can be obtained. An example is presented to show that the 

computation method is reasonable and applicable. 
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0  引    言 
边坡稳定性分析问题是岩土力学中的一个传统课

题，其研究工作由来已久，其中大多数的研究是在二

维问题的条件下进行的， 对三维问题的研究只是近几
十年才开展起来。 实际上，无论是人工边坡， 还是
天然边坡，滑坡的情况均是在三维条件下发生的。因

此，三维边坡问题的研究越来越受到重视，相关的研

究成果已有许多文献介绍[1-5]。 近几年，朱大勇等[6-7]

通过假定滑动面上法向应力，得出了安全系数的显式

计算方法。 
毫无疑问，三维边坡稳定问题研究的难度很大，

研究的方法大多是二维问题的条分法推广到三维问题

的条柱法。尽管经过多年的发展，但条柱法并未像二

维问题的条分法那样成熟，在实际工程中也未普遍应

用[7]。 
实际上，在二维问题的条分法推广到三维问题所

谓条柱法过程中，作为其基础性的问题：空间曲面（可

能的滑动面）上一点的法向应力、剪应力与曲面的关

系、曲面至边坡表面土柱上力的微分平衡方程、力矩

平衡方程等，尚需要进行研究，以便获得一套具有普

遍意义的基本方程，为三维边坡问题研究奠定坚实的

基础。本文正是基于这种目的，进行了三维边坡问题
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的基本方程的研究，并在此基础上，获得广泛适用的

三维边坡稳定性的分析方法。 
 

1  空间上一点的应力 
空间上一点的应力关系通常按微分体的受力分析

得出，如图 1所示。当微分体位于坐标面上的 3个面
的应力分量 x y zσ σ σ， ， ， xy xz yzτ τ τ， ， 已知时，可得出

微分体斜面上的应力。 
平行于坐标轴方向的平均应力   X Y Z，， 为[8-9]： 

 

  

 

x xy xz

xy y yz

xz yz z

X l m n

Y l m n

Z l m n

σ τ τ

τ σ τ

τ τ σ

= + +
= + + 


= + + 

，

，

。

            (1) 

式中， l m n， ， 为微分体斜面的法向余弦，有 
2 2 2 1l m n+ + =   。            (2) 

 

图 1 微分体上受力示意图 

Fig. 1 Stresses acting on a differential cell 

  X Y Z，， 是微分体斜面上 3个相互正交的矢量，
其它方向的矢量（应力）可以由   X Y Z，， 及其方向余

弦得出。 
微分体斜面上的法向应力为 

Xl Ym Znσ = + +   。            (3) 
记 t t t{ }l m n， ， 是微分体斜面的一个切向余弦 

 2 2 2
t t t 1l m n+ + =  。               (4) 

因为切向矢量与法向矢量是正交的，必有 
t t t 0ll mm nn+ + =  。              (5) 

并有微分体斜面上方向余弦为切向余弦的切向应力 

t t ts Xl Ym Znτ = + + 。              (6) 

在法向余弦确定的情况下，切向余弦应满足式

（4），（5），因为切向余弦有 3个，所以 t t t{ }l m n， ， 不

是唯一的，仍有一个可以取不同值。因此，式（6）是
切向应力的一般形式。 

微分体斜面上切向应力的极大值，就是式（6）在
式（4），（5）条件下的极大值，可采用拉格朗日乘数
法求出。记切向应力的极大值为τ ，容易解出τ ，σ 和
对应的切向余弦应满足 

t

t

t     

X l l

Y m m

Z n n

τ σ

τ σ

τ σ

= +
= + 
= + 

，

，

。

             (7) 

τ 就是通常所说的剪应力，τ 只是一种特定方向
的切向应力，称τ 为剪应力只是为区别一般形式的切
向应力。 
另外，式（7）中的 3式分别乘以 l m n， ， 后，相

加后就是式（3）。而式（7）中的 3式分别乘以 t t tl m n， ，

后，相加后就是式（6）。式（7）中的 3式分别对等号
两边平方，相加得 

  
2 2 22 2 X Y Zτ σ+ = + +   。        (8) 

这与通常的剪应力表达式是一样的。所以式（7）是法
向应力、剪应力与应力分量关系的一般形式。 

2  曲面上一点的应力分析 
如果空间上的一点为空间曲面 ( , )z h x y= 上的一

点，微分体斜面为曲面在该点处的切平面，则空间上

一点的应力分析就是曲面上一点的应力分析。 
对图 1所示微分四面体，微分体斜面的一阶偏导

数 x
zh
x

∆′ = −
∆
， y

zh
y

∆′ = −
∆
，并有法向余弦 

1{ } { }yx

h h h

hhl m n
′−′−

=
∆ ∆ ∆

， ， ， ， ，       (9) 

式中      
 2 21h x yh h′ ′∆ + +＝ 。             (10) 

当微分体充分小时， xh′， yh′就是曲面的一阶偏导

数 x
hh
x

∂′ =
∂
， y

hh
y

∂′ =
∂
。 

将式（9）代入式（1）得 
1 ( ) 

1 ( )  

1 ( )   

xz x x xy y
h

yz y y xy x
h

z xz x yz y
h

X h h

Y h h

Z h h

τ σ τ

τ σ τ

σ τ τ


′ ′= − − ∆ 

′ ′= − − 
∆ 


′ ′= − − 

∆ 

，

，

。

      (11) 

由式（4），（5），（9）得剪应力的方向余弦为 

t t t{ }l m n， ，
cos sincos sin{ }x yh h

α α α

α αα α ′ ′+
=

∆ ∆ ∆
， ， ， 

(12) 
式中       

 21 ( cos sin )x yh hα α α′ ′∆ + +＝ 。     (13) 
α 是 X 方向与剪应力在水平方向的夹角，也是边坡的
水平破坏方向的方向角。 

式（7）就可写为 
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cos

sin

( cos sin )

h
xz x x xy y x

h
yz y y xy x y

h
z xz x yz y x y

h h h

h h h

h h h h

α

α

α

τ σ τ τ α σ

τ σ τ τ α σ

σ τ τ τ α α σ

∆′ ′ ′− − = − ∆ 
∆ ′ ′ ′− − = − 

∆ 
∆′ ′ ′ ′− − = + + 

∆ 

，

，

。

(14) 

式（14）就是曲面上一点的法向应力、剪应力与
应力分量（或平行于坐标轴方向的应力   X Y Z，， ）的

关系。如果曲面 ( , )z h x y= ，   X Y Z，， 已知，法向应力、

剪应力、α 就可以确定了。 

3  屈服条件下曲面上一点的应力关系 
边坡稳定问题通常采用库仑屈服条件： 

s

1 [( ) tan ] 0f u c
F

τ σ ϕ= − − + =   ，    (15) 

式中  cϕ， 为土体的内摩擦角、黏聚力，u为孔隙水
压力， sF 为安全系数。 

将库仑屈服条件代入式（14），得 
u

s s

tancos ( cos )h h
xz x x xy y x

ch h h
F Fα α

ϕ
τ σ τ α α σ

∆ ∆′ ′ ′− − = + −
∆ ∆

，

   (16a) 
u

s s

tansin ( sin )h h
yz y y xy x y

ch h h
F Fα α

ϕ
τ σ τ α α σ

∆ ∆′ ′ ′− − = + −
∆ ∆

，     

(16b) 
u

s

( cos sin )h
z xz x yz y x y

ch h h h
F α

σ τ τ α α
∆′ ′ ′ ′− − = + +
∆

 

s

tan[1 ( cos sin )]h
x yh h

F α

ϕ
α α σ

∆ ′ ′+ +
∆

 ，  (16c) 

式中   

u tanc c u ϕ= −   ，             (17) 
式（16）为屈服条件下曲面上一点的应力关系。 

4  力的平衡方程 
4.1  空间一点力的平衡方程 

众所周知，三维问题的应力分量应满足平衡方程 

    

0

0  

( )

xyx xz

xy y yz

yzxz z

x y z

x y z

x y z

τσ τ

τ σ τ

ττ σ
γ

∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ + + = 
∂ ∂ ∂ 

∂∂ ∂
− + + =

∂ ∂ ∂ 

，

，

。

       (18) 

式中  γ 为土体重度。其中的第三式左端的负号是垂
直力以向下的重力为正，与垂直坐标向上为正恰好方

向相反。应用平衡方程，可以得出边坡稳定问题的力、

力矩平衡方程。 
4.2  土柱上力的平衡方程 

设地基表面为： ( , )z s x y= ，则对土体中的任意一

个曲面： ( , )z h x y= ， ( , ) ( , )s x y h x y≥ 。将平衡方程在

垂直向的 ~h s高度上积分，并应用积分号下的微分
法，得 

( ) 0

( ) 0  

( ) 0

xyx
xz x x y xy z h x

xy y
yz y y x xy z h y

yzxz
z x xz y yz z h z

TE h h p
x y

T E
h h p

x y
TT h h p w

x y

τ σ τ

τ σ τ

σ τ τ

=

=

=

∂ ∂
′ ′+ − − − + = ∂ ∂ 

∂ ∂ ′ ′+ − − − + = 
∂ ∂ 

∂∂ ′ ′ + − − − + + =
∂ ∂ 

，

，

。

(19) 

式（19）是高度为 hs − 、截面积为 yxdd 的土柱

上力的微分平衡方程。 

式中  d
s

x xh
E zσ= ∫ ， d

s

xy xyh
T zτ= ∫ ， d

s

y yh
E zσ= ∫ ，

xzT = d
s

xzh
zτ∫ ， ∫=

s

h yzyz zT dτ ，为土柱间的柱间力；w =  

d
s

h
zγ∫ 是高度为 hs − 、截面积为单位面积上的土体重

力。 xp ， yp ， zp 分别为作用在边坡表面的 x， y，z
方向应力。 
4.3  封闭区域上力的整体平衡方程 

如果曲面 ( , )z h x y= 与地基表面围成的封闭区域

为Ω ，曲面 ( , )z h x y= 与地基表面交界线为 sΓ ，由 sΓ
围成的水平面区域为D，对式（19）中的第一式在区
域D积分，将二重积分化为曲线积分，并注意到在 sΓ
上 hs = ，则 

( )d d d d 0
x

xyx
xy x

D

TE x y T y E x
x y Γ

∂∂
+ = − =

∂ ∂∫∫ ∫Ñ ，(20) 

所以 
( ) d d d dxz x x y xy z h x

D D

h h x y p x yτ σ τ =′ ′− − =∫∫ ∫∫ ，(21a) 

对式（19）中的第二、三式同样讨论，有 
( ) d d d dyz y y x xy z h y

D D

h h x y p x yτ σ τ =′ ′− − =∫∫ ∫∫ ， (21b) 

( ) d d ( )d dz x xz y yz z h z
D D

h h x y p w x yσ τ τ =′ ′− − = +∫∫ ∫∫ ，(21c) 

式（21）为曲面 ( , )z h x y= 与土体表面围成的封

闭区域Ω 内力的整体平衡方程。 

5  力矩平衡方程 
由平衡方程可得出：在曲面 ( , )z h x y= 与土体表

面围成的封闭区域Ω 内，力矩平衡方程的一般形式为 

1 3

2 3

1 2

1 R 3 2

{( )[ ( ) ( )]

 ( )[ ( ) ( )]

 ( )[ ( ) ( )]}d d

{ [ ( ) ( )] [ ( )

xz x x xy y R R
D

yz y y xy x R R

z xz x yz y R R

x R y R
D

h h A h z A y y

h h A h z A x x
h h A x x A y y x y

p A s z A y y p A s z

τ σ τ

τ σ τ

σ τ τ

′ ′− − − + − +

′ ′− − − − − −

′ ′− − − + −

= − + − + − −

∫∫

∫∫
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3 R 1 2( )] ( )[ ( ) ( )]}d dz R RA x x p w A x x A y y x y− − + − + − ，(22) 

式中  1 2 3A A A， ， 为任意常数； ,  ,R R Rx y z 为取矩点坐
标。 

容易看出：式（22）是滑动面上的力对一点（ , Rx  
 ,R Ry z ）的力矩组合（图 2）。如果 1 2 3 1A A A= = = ，
则式（22）就是对空间一点：（ ,  ,R R Rx y z ）的力矩平
衡方程。 

 
图 2 对一点力矩示意图 

Fig. 2 Moments acting on a point 

6  基于力矩平衡的边坡稳定性分析方法 
曲面上一点的应力关系式（14）、屈服条件式（15）、 

力的平衡方程式（19）及式（21）、力矩平衡方程式（22），
是研究边坡稳定问题普遍适用的方程，构成了边坡稳

定问题的基本方程。应用这些基本方程，可以较方便

地研究边坡稳定性分析的计算方法。如：对法向应力

σ ，或土柱之间的柱间力做出不同的假定，采用其它
的平衡方程（如力的平衡方程、对空间一点的力矩方

程），及采用不同的方法确定α ，就可以获得不同的
边坡稳定性分析方法。 

式（22）中取 1 2 31 1 0A A A= = =， ， ，且 0xp = ，

0yp = 时，将式（16）代入力矩平衡方程有 
u

s

s

s

{ [( )(cos sin )  ( )

tan( cos sin )] [( )( (cos

            sin ) ) ( )(1

tan            ( cos sin ))]}d d

h
R R R

D

h
x y R

x y R R

h
x y

c h z x x y y
F

h h h z
F

h h x x y y

h h x y
F

α

α

α

α α

ϕ
α α σ α

α

ϕ
α α

∆
− + − − + − ⋅

∆

∆′ ′+ + − +
∆

′ ′− − − − + − +

∆ ′ ′+
∆

∫∫

( )( )d dR R z
D

x x y y w p x y= − − + − +∫∫ ，           (23) 

由式（19）中的第三式及式（16c），容易得出：

u

s

s

( cos sin )

tan1 ( cos sin )

yzxz h
z x y

h
x y

TT cw p h h
x y F

h h
F

α

α

σ

α α

ϕ
α α

=
∂∂ ∆ ′ ′+ + + − +

∂ ∂ ∆
∆ ′ ′+ +
∆

， (24) 

将式（24）代入式（23），并引入假定： 

s

tan[ ( ) (( )R R x
D

h z g h z h
F

ϕ ′− − + − +∫∫  

)]( )d d 0yzxz
R

TTx x x y
x y

∂∂
− + =

∂ ∂
 ，      (25) 

式中 

s

cos sin ( )( cos sin )
tan ( cos sin )

x y x y

x y
h

h h h h
g

h h
F

α

α α α α
ϕ

α α

′ ′ ′ ′+ + + +
=

∆ ′ ′+ +
∆

。(26) 

可得出安全系数的计算公式为 
s 0/RF M M= ，                   (27a) 

u[ ( ) tan ]( ) d dR z R
D

M c w p h z g x yϕ= + + −∫∫ ，(27b) 

0 y( )( )( + )d dz R x
D

M w p h z h h x y′ ′= + −∫∫  。  (27c) 

在这一公式的推导过程中，引入了一个假定（式

（25）），这一假定与二维问题的简化毕肖普法是完全
类似的。如果 0yh′ = ， 0=α ，并取 D在 y方向为单
位宽度的区域，式（27）就退化为二维问题的简化 
Bishop法[10]（仅仅是书写形式不同）。 
式（27）中，α 是 X 方向与剪应力在水平方向的

夹角，与法向应力无关，所以也是边坡的水平破坏方

向的方向角。适当地选取滑动面；并根据所选定的坐

标系和边坡可能的水平破坏方向，以式（26）的最小
值确定α ，就可计算安全系数。对确定的边坡，按照
这样的计算原则，编制计算程序是没有任何问题的，

下面举例说明。 

7  算例分析 
7.1  局部作用荷载的边坡 

设土质边坡对称于oxz平面（如图所示 3），坡高
20 m，坡顶、坡底水平，坡面与水平面夹角为β ( tan β  

0.5= )。坡顶局部区域作用荷载。 

 

图 3 局部作用荷载的边坡示意图 

Fig. 3 Diagram for slope under local load 
目前，采用椭球面为滑动面较多[4, 7]，为便于比较，

滑动面采用椭球面
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )R R Rh z x x y y
R R L
− − −

+ + =1。

计算中，不考虑孔隙水压力（ 0u = ）。 
对关于oxz平面对称的问题，可取 90 90α− ≤ ≤o o，
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并以式（26）的最小值确定α 。取 Ry 位于滑动面的
对称面上。并取不同的 Rx ， Rz ，R，L，计算安全系
数的最小值。对式（27）采用数值积分计算过程，并
采用迭代法（类似于二维问题的简化 Bishop法）计算
安全系数。 

在目前的研究中，常取边坡可能的水平向破坏方

向为 x方向，即 0α = ；为便于比较，对这种情况也

做了计算。所以还计算了 0α = 情况和二维问题简化

Bishop法的安全系数。 
情况 1，均质土边坡： 18c =  kPa， 20  25ϕ = o o， ，

17γ =  kN/m3；在坡顶宽度为 30 m、距坡肩 2 m后的
区域内，作用 zp = 30，60 kPa均布荷载。计算的安全
系数如表 1。 

表 1 坡顶局部区域作用荷载的均质土坡安全系数 

Table 1 Safety factors of homogeneous slope under local load 

zp = 30 kPa zp = 60 kPa 计算 
条件 

ϕ /(°) 本文 0α =( )  
Bishop
法 本文 0α =( )  

Bishop
法 

20 
25 

1.395 
1.652 

1.446 
1.703 

1.345 
1.593 

1.380 
1.634 

1.420 
1.676 

1.257 
1.506 

这种坡顶局部宽度内作用荷载的情况，荷载越大，

/L R越小，对表 1中的计算情况1.0 / 3.0L R≤ ≤ 。 
计算结果表明按三维计算与二维计算的安全系数

相差已很明显，说明按二维计算的安全系数明显偏小

了。而假定边坡可能的水平向破坏方向时的安全系数

略偏大。 
情况 2：两层土边坡，坡底面以上， 1 20c =  kPa，

1 25ϕ = o， 1 17γ =  kN/m3；坡底面以下， 2 10c =  kPa，

2 17γ =  kN/m3，取 2ϕ = 15o，20o；在坡顶宽度分别为

20，50 m且距坡肩 2 m后的区域内，作用 zp = 60 kPa
均布荷载；计算的安全系数见表 2。 

表 2 坡顶局部区域作用荷载的两层土坡安全系数 

Table 2 Safety factors of slope of two strata under local load 

荷载宽度 20 m 荷载宽度 50 m 计算 
条件

2ϕ /(°) 本文 0α =( )  Bishop
法 本文 0α =( )  Bishop

法 
15 
20 

1.296 
1.482 

1.370 
1.559 

1.234 
1.408 

1.278 
1.458 

1.352 
1.534 

1.234 
1.408 

表 2的计算结果表明，荷载作用宽度越小，安全
系数越大，与二维计算的安全系数相差也越大。而边

坡可能的水平向破坏方向为 x方向时的安全系数较明
显的偏大。 

以上计算表明，本文方法计算的安全系数是合理

的。 
7.2  三维边坡 

设三维土质边坡如图 4所示，坡高 20 m，坡顶、
坡底水平，坡面与水平面夹角 tan 0.5β β =( )，坡顶无

荷载。 

 

图 4 三维边坡示意图 

Fig. 4 Diagram for three-dimensional slope 

边坡可能的水平向破坏方向应在 x坐标轴方向与 
y坐标轴方向之内，所以可取0 90α≤ ≤ o，并以式（26）
的最小值确定。为便于比较，取滑动面为球面 2( )Rh z−  

2 2 2( ) ( )R Rx x y y R+ − + − = 。因为边坡关于垂直面 y =  
x对称，计算中取 R Ry x= ，并对不同的 Rx ， Rz ，R，
计算安全系数的最小值。 
计算中： 17γ =  kN/m3， c，ϕ取不同值，计算

的安全系数如表 3。 
表 3的计算结果，首先说明，并不是因式（26）

在 0 90α≤ ≤ o的最小值而使安全系数明显的小。因为

0α = ， 15c =  kPa， 20ϕ = o时的安全系数为 1.149，
与表中的 1.126很接近；且与 90α = o时的计算值完全

相同。实际上，对这种三维边坡，边坡上每一点的水

平破坏方向可能都是不同的。 
由表 3可见，安全系数显著小于按二维问题近似

计算值（按 45α ≤ o时的二维边坡）。对表中的计算情

况，安全系数小于按二维问题近似计算值的 14.7%以
上。显然，对这种典型的三维边坡，安全系数小于按

二维问题近似计算值是正确的。 

8  结    论 
（1）在以法向余弦表示的空间一点应力分析的基

础上，进行了空间曲面上一点的应力分析，得出了曲

面上一点的法向应力、剪应力与应力分量的关系。 
（2）建立了截面积为 yxdd 的曲面至边坡表面土

柱上力的微分平衡方程。 

表 3 均质三维土坡安全系数 

Table 3 Safety factors of homogeneous three-dimensional slope 

10c =  kPa 15c =  kPa 20c =  kPa 计算条件 

2ϕ /(°) 本文 Bishop法 本文 Bishop法 本文 Bishop法 
20 
25 

0.986 
1.175 

1.166 
1.406 

1.126 
1.331 

1.321 
1.561 

1.243 
1.461 

1.462 
1.716 
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（3）建立了滑动体内力的平衡方程、力矩平衡方
程。 

（4）上述的曲面上一点的应力关系、平衡方程，
及库仑屈服条件，均是边坡稳定问题具有普遍意义的

基本方程。为研究三维边坡稳定问题的研究奠定坚实

的基础。 
（5）应用上述基本方程，可以较方便地研究三维

边坡稳定性分析的计算方法。只需一个假定（与二维

问题的简化 Bishop法的类似假定），得出了一种三维
边坡稳定性分析方法，方法的物理意义明确，便于计

算程序的编制。算例表明，本文方法计算结果是合理

的，具有广泛的应用意义。 
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