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SV 波在饱和多孔热弹性介质平面界面上的反射 
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摘  要：基于 Biot 波动理论，建立了饱和多孔热弹性波动方程，研究了 SV 波在平面界面上的反射问题。在排水和不

排水条件下，推导了饱和多孔介质自由边界上 P1波、P2波、T 波及 S 波反射系数的表达式。通过算例讨论了频率和排

水条件对 4 种波反射系数的影响，结果表明：P1 波中出现明显的低频放大作用，不排水工况更为明显；P2 波反射系数

较小，且随频率增大而增大；相对于 P，S 波，T 波的反射系数较小。 
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Reflection of SV waves at interface of saturated porous thermo-elastic media 
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Abstract: Based on the Biot's wave theory, a thermal elastic wave equation for saturated porous media is established, and 

reflection of SV waves at the interface of the plane is analyzed. According to the boundary conditions, theoretical expressions 

for four kinds of reflection waves on the free boundaries are derived, including p1 waves, p2 waves, T-wave and S-wave. The 

numerical results are obtained and used to discuss the relationship of reflection amplitude for four kinds of reflection waves 

under frequency and drainage conditions. It is indicated that there is apparent low frequency amplification for p1 waves, and it is 

obvious in impermeable case. The reflection rate of p2 waves is little and increases with the increase of the frequency. There is 

less reflectivity of T-wave. 
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0  引    言 
在地震工程、岩土工程、海洋工程和声学等学科

中常遇到弹性波在多孔介质中传播问题。目前，饱和

土中波的传播理论研究大多基于经典Biot理论[1]，在

液体饱和多孔介质中除了存在与均质弹性体中的P波
和S波有类似特征的快P1波和S波外，还存在一种慢P2

波。周新民等[2]对饱和土介质中地震波在水、气分界

面上的反射与透射进行了研究。陈炜昀等[3]运用非饱

和孔隙介质理论阐述了弹性波在非饱和土中的传播特

性，分析了平面S波在非饱和土层自由边界上的反射

问题。 
由于热弹性介质中波的传播理论在地震工程、土

动力学、核反应堆、高能粒子加速器等领域具有广泛

的应用。Singh[4]研究了热弹性固体表面P波和SV波的

广义热扩散方程，并求解了二维广义热弹性固体中扩

散的控制方程。目前，对饱和多孔介质中热弹性波方

面的研究仍较少。1973年Pecker等[5]研究了流体饱和多

孔介质中的热效应对波的传播的影响，2011年Singh[6]

求解了线性广义多孔热弹性力学问题，获得了剪力波

和4种类型的纵波，但该文基于考虑惯性耦合的第一类

Biot理论模型[1]，部分参数模糊，难以实测。为此，

本文采用广泛应用的第三类Biot理论模型[1]，将Singh[6]

中与温度相关的P3波和P4波进行耦合，仅讨论饱和多

孔介质中的热波（T波），从而使方程数减少，各参

数物理意义更为明确，进而研究了SV波在饱和多孔热

弹性介质平面上的反射问题。 

1  热弹性波动理论 
1.1  波动方程 

采用第三类Biot理论模型[1]，则饱和多孔介质体热

弹性本构关系可以表示为[7] 
2ij ij ij ij ije G p             ，  (1) 
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式中，相关符号的物理意义与文献[7]相同。 
饱和多孔介质中修正的热传导定律如下[6-7]： 

     2
0 0 0 0 0ck m T e e T p p                    。(5) 

式中    s w1k n k nk   为多孔介质的热传导系数，

sk 和 wk 分别为固相和液相的热传导系数( J/sm C )；m
为多孔介质的比热 ( 3J/m C ) ，   s s1m n C    

w wn C ， sC 和 wC 分别为固相和液相的比热（ J/kg C ），

0 为松驰时间。 
1.2  热弹性波弥散方程 

由式（1）～（5）可以得到饱和热弹性介质位移

矢量形式的波动方程如下： 
2

11 13 wgrad grad gradG u a e M a u w         
  

 ，(6) 

w
23 wgrad grad gradM e M a w u bw
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   ，(7) 

     2
31 0 32 0 33 0k b e e b b                  ，(8) 

式中， 2 为Lapalce算子， 2
11 2a M G    ， 13a   

cM    ， 23 c Ta M bD  ，  31 c 0b M T   ，

32 c 0b T M ，  2
33 c 0b m MT  。 

对波动方程（6）、（7）两边取散度（梯度的散度

为 2 ）有 
2 2 2

11 13 wa e M a e              ，   (9a) 
2 2 2

23 w
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               。 (9b) 

引入标量势 s ， w ，矢量势 s


， w


，其中下标

表示固体土骨架部分和流体部分，可以将波场作如下

分解： 
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对波动方程（6）、（7）两边取旋度（梯度的旋度

为0），利用式（10）可以得到由矢量势表示的一组波

动方程。 
2

s s w wG          ，     (11a) 

w
w s w w 0b

n


          。   (11b) 

耦合方程组（11a）～（11b）描述了饱和多孔介

质中S波的传播特征。利用平面波条件，由式（10）
可以得到 
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将式（12）代入式（8）、（9），可以得到由标量势

表示的另一组波动方程。 
2 2

11 s w 13 s w wa M a              ，  (13a)
2 2 w

s w 23 w s w wM M a b
n


                ，(13b)

     2 2 2
31 s 0 s 32 w 0 w 33 0k b b b                  。    

 (13c) 
耦合式（13a）～（13c）分别描述了饱和多孔介

质中P1波、P2波和T（热）波的传播特征。设三类耦合

压缩波方程 
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式中， pl

表示P波、T波和S波的波矢量， sA ， wA ， TA ，

sB ， wB 分别表示势函数的幅值。 
将式（14）、（15）代入式（11）、（13）可以得到

饱和多孔介质中耦合热弹性波动方程组如下： 
   p 0E A      ，          (16) 

    s 0E B    ，           (17) 

式 中 ，    T
s w TA A A A ，    T

s wB B B ，
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， pl ， sl 分别为 P，S 波的波数。 

由式（16）、（17）的非零解条件可得 pdet 0E    ，

 sdet 0E  ，则P波、T波和S波的弥散方程为 
3 2

1 2 3 0          ，     (18a) 
2 22
s 2

22 w

Gav
a 




 。            (18b) 

式中  2
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 2
3 11 0/a M Mk    ， *

31 31 0a b  ； *
32 32 0a b  ； 33a 

 
*

33 0b  。 

式（19a）的3个正根分别对应饱和土体中 1P ， 2P
和T的所对应的复波速

1Pv 、 P2v 和 Tv ；式（18b）对应

剪切波S波的复波速 Sv 。利用Matlab求解该一元三次方

程（18a）可得饱和多孔热介质体中弹性波的相速度为 
 Rej jv v   ，          (19) 

式中， jv 分别为 1P ， 2P ，T 和 S 波的相速度。 

2  SV 波的反射系数 
考虑一SV波以 0 角入射 0z  平面，则在界面上

可以产生反射SV、 1P ， 2P ，和T波，其反射角分别定

义为 0 ， 1 ， 2 和 3 ，如图1所示。 

 

图 1 SV 波反射示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of reflection of SV waves 

考虑位移势函数 s ， w ， s ， w 的波函数展开

形式如下： 
 s s0 s 0 0exp i i sin cosB t l x z          

 s1 s 0 0exp i i sin cosB t l x z       ， (20a) 

 w s0 s 0 0exp i i sin cosB t l x z           

 s1 s 0 0exp i i sin cosB t l x z        ， (20b) 

 s s1 p1 1 1exp i i sin cosA t l x z              

 2 2 2 2exp i i sin coss pA t l x z         

 sT T 3 3exp i i sin cosA t l x z     ，(20c) 
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 3 sT T 3 3exp i i sin cosA t l x z        ，(20d) 
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 3 sT T 3 3exp i i sin cosA t l x z        ， (20e) 
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   。 

由于入射 SV 波和各反射波的波数和反射角之间

存在如下关系： 

p1 1sinl   p2 2sinl   T 3sinl   s 0sinl   。 (21) 

则在表面 z=0，为了使得满足边界条件，式（21）
可用各反射波的相速度表示为 

0 31 2

s p1 p2 T

sin sinsin sin
v v v v
  

     。  (22) 

对于平面波问题，固相和液相的应力、位移、孔

压与势函数之间的关系为 
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式中，
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考虑表面 z=0 上，应力、温度梯度为零，表面排水，

则 SV 波在平面界面上的反射条件可表示为 
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表面不排水情况下 SV 波在平面界面上的反射条

件可表示为 
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将利用式（20），将式（23）代入边界条件式（24）、
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（25），则可以得到 1P ， 2P ，T 和 SV 波的反射系数 s1

s0

A
B

，

s2

s0

A
B

， sT

s0

A
B

， s

s0

B
B

的计算式如下： 

ij j id Z b   。           (26) 

式中  s1 s2 sT s1
1 2 3 4

s0 s0 s0 s0

A A A BZ Z Z Z
B B B B

   ， ， ， ，  

   2 2 2
1 p c2 cosj j j j jd M M G l a M            

( 31,2,3,Pj  为 T 波)， 2
14 0sin2 sd G l  ； 2

24 s 0cos2d l   
2 2 2

21 p1 1 22 p2 2 23 T 3sin 2 , sin 2 , sin 2d l d l d l     。 

   2 2
31 1 p1 c 1 32 2 p2 c 2,d l a d l a          排水情况，

  2
33 3 T c 3 34, 0d l a d      ；不排水情况， 31d   

p1 1 1 32 p2 2 2cos cosl d l     ， 33 T 3 3 34cosd l d   ，  

s 0sinl   。 41 p1 1 1 42 p2 2 2=i cos , =i cosd l d l    ， 43 =d  

T 3 3 44i cos , =0l d  。排水情况， 2
1 0 ssin 2b G l  ，

2
2 s 0cos2b l   ；排水情况， 3 0b  ， 3 0sinsb l    ，

4 =0b 。 
对式（27）进行求解，可以得到 1P ， 2P ，T 和 SV

波的反射系数 1Z ， 2Z ， 3Z 和 4Z 的结果。在式（1）、
（3）和（4）中令 ， ca ， TD 等于 0，饱和多孔介

质弹性波（HM）的相速度和反射系数同理可得。 

3  算例分析 
对SV波在自由表面的反射进行算例分析，饱和多

孔介质体的热力学参数分别为： 8=2.6 10  Pa  ，
92.5 10G    Pa， s =36 GPaK ， w 2 GPaK  ， s   

2650 3kg/m ， 3
w 1000 kg/m  ，初始温度 0 300KT  ，

孔隙率 0.5n  ， 3
l 1.0 10  m/sk   ， 4 1

w 2.0 10 Ka    ，
5

s 3.6 10a    1K ，固相的热传导系数为3.29 J/smK ，

流 相 的 热 传 导系 数 为 0.582 J/smK ， w 4000C   
2 2 1m s K  ， s 940C   2 2 1m s K  ，其他参数同文献[7]。 

Tao等[8]讨论了热物性参数对饱和多孔热弹性介

质（THM）中波速的影响，并与多孔弹性介质（HM）

进行对比，结果表明：热物性参数对波速影响较大，

THM中 1P 波的相速度较HM中 1P 波的相速度大。在

THM与HM介质中，频率、孔隙率、渗透系数等对波

速的影响规律一致，仅幅值上有一定差异。 
在波的反射方面，不同介质中反射系数的分布规

律基本一致，但幅值仍存在一定的差异[9]。因此，本

节不再对THM与HM介质波的反射系数进行对比，仅

就排水与不排水工况下各类反射波与入射角和频率之

间的关系进行讨论，结果如图2～7所示。 
由图2～7可知，当入射角为零或90°时（即垂直

或水平入射）时，饱和多孔热弹性介质中只产生反射

S波，且相位与入射波相位相反，幅值与入射波相同。 
由图2～4可以看出，随着频率从100增大到10000 

Hz，反射 1P 波的幅值显者下降； 2P 波在低频情况下的

幅值接近于零，随着频率的增大， 2P 波幅值有一定的

增大，但相对 1P 波而言，其幅值较小。在低频条件下，

SV波的反射放大作用明显，这一点在文献[10]中也有

类似结论；随着频率的增大，放大作用减弱。在不排

水条件下（图5～7），SV波的反射也存在类似的规律。 
对比排水和不排水条件可以看出：P波、S波和T

波的反射曲线有一定的相似性。在相同频率下，排水

条件下的 1P 波的幅值小于不排水条件下的幅值，即不

排水条件的低频放大作用较排水条件大；在低频条件

下，排水和不排水工况的 2P 波的幅值均较小，而随着

频率的增大，两种工况 2P 波的幅值波动呈不同的波动

趋势。 

 

图 2 反射系数随入射角的变化曲线(排水) 

    Fig. 2 Variation of reflection coefficient with incident angle  

  

图 3 反射系数随入射角的变化曲线(排水) 

    Fig. 3 Variation of reflection coefficient with incident angle  

 

图 4 反射系数随入射角的变化曲线(排水) 

Fig. 4 Variation of reflection coefficient with incident angle 
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图 5 反射系数随入射角的变化曲线(不排水) 

Fig. 5 Variation of reflection coefficient with incident angle  

图 6 反射系数随入射角的变化曲线(不排水) 

Fig. 6 Variation of reflection coefficient with incident angle 

 

图 7 反射系数随入射角的变化曲线(不排水) 

Fig. 7 Variation of reflection coefficient with incident angle 

在排水条件下，反射S波幅值在-1～1之间。不排

水条件下，反射S波幅值在-1.2～1之间，有一定的放

大作用。在排水和不排水条件下，T波相对于其他波

的幅值很小。 

4  结    论 
利用饱和多孔热弹性理论，研究出SV波在自由界

面反射问题，结果表明： 
（1）P1波的反射幅值随频率增大显著下降；相同

频率下，排水工况下P1波反射幅值小于不排水工况结

果，不排水工况的低频放大作用较排水工况明显。 
（2）在低频情况下，P2波的反射幅值接近于零，

且随着频率的增大而增大，相对P1波而言，其幅值较

小。 
（3）在低频条件下，SV波的反射放大作用明显，

随着频率的增大，放大作用减弱。在排水和不排水条

件下，T波相对于其他波的幅值很小。 
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