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基于 Tresca 屈服准则的瓦斯抽采孔的弹塑性解答 
徐  平 

（中国科学院武汉岩土力学研究所岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

摘  要：瓦斯抽放是降低煤与瓦斯突出事故的有效措施之一，但对于“三软”不稳定煤层，在高地应力作用下，瓦斯

抽放孔在钻孔过程中或运营一段时间后会出现塌孔。考虑到瓦斯抽放孔的长度远大于直径，因此可将地应力作用下瓦

斯抽放孔的弹塑性变形问题简化为平面应变问题。假定塌孔区域范围内的煤岩体介质符合 Tresca 屈服准则，采用复变

函数的保角映射方法，根据瓦斯抽放孔边界与瓦斯抽放压力相等和弹塑性边界处应力连续的边界条件，得到了非均匀

高地应力作用下，塌孔区域（即塑性流动区域）、弹塑性边界处位移和应力的解答公式。最后，选取实测的地应力数

据和煤岩体物理力学参数，分析了在地应力作用下，瓦斯抽采孔的塑性区域（即可能发生塌孔的区域）的形状、以及

弹塑性边界径向应力和径向位移沿周边的分布特点，为今后类似的工程和研究提供了参考。 
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Elastoplastic analysis of gas drainage hole based on Tresca yield criterion 

XU Ping  
(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, Chinese Academy of 

Sciences, Wuhan 430071, China) 

Abstract: Gas drainage is one of the effective methods to reduce coal and gas outburst accidents. However, for three types of 

soft and unstable coal seams, the gas drainage hole will collapse easily in some degree during the hole drilling process or after 

gas drainage for some of time under high geo-stresses. The length of gas drainage hole is much larger than the diameter, so the 

elastoplastic analysis of gas drainage hole under non-uniform geo-stresses can be simplified to be a plane strain problem. The 

rock and coal of the collapsed area are supposed to obey the Tresca yield criterion, the conformal mapping method of complex 

variable functions is adopted, the inner side of the gas drainage hole is equal to the gas pressure and the stresses at the 

elastoplastic interface are continuous, and the equations for collapsed area, stress and displacements at the elastoplastic interface 

are derived. In the end, the geo-stresses and physical and mechanical parameters of coal and rock are selected. The collapsed 

area near the vertical drainage hole and radial stress and radial displacement distribution characteristics at elastoplastic interface 

are analyzed. The results may provide reference for the similar projects and studies. 
Key words: geo-stress; gas drainage hoe; elastoplastic analysis; conformal mapping method; Tresca yield criterion 

0  引    言 
中国是目前世界上煤与瓦斯突出灾害最严重的国

家[1]，“先抽后采，检测监控，以风定产”工作方针的

贯彻执行对保证中国高瓦斯矿井和煤与瓦斯突出矿井

的安全生产工作起到了重要的推进作用[2]。瓦斯抽放

孔是从抽放瓦斯的通道，对于“三软”不稳定煤层，

在地应力的作用下，抽放孔运营一段时间后容易塌孔，

极大地影响了瓦斯抽放效果，并造成人工及材料的浪

费，不利于矿井的安全生产。 
垂直瓦斯抽采孔可简化为圆柱形孔，地应力作用

下圆柱形孔（或套管结构）的变形已进行了相关研究：

殷有泉等[3]将套管–水泥环–地层系统分解为两个相

对简单的子问题，基于两个弹性力学平面应变基本问

题的解，采用结构力学的求解思想，由位移连续条件

分别求得了两个子问题的解，最后由叠加原理得到了

原问题的理论解；李军等[4]基于多层组合厚壁圆筒理

论，建立了套管、水泥环及井壁围岩组合体的力学模

型，对均匀地应力作用下的组合体进行了弹塑性分析，
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推导了弹塑性条件下套管、水泥环及井壁围岩组合体

的应力分布表达式；张建忠等[5]以非均匀外载为前提，

以弹性力学为基础，以套管–水泥环–储层岩体环组

合系统为研究对象，对套管及水泥环在理想状况下受

非均匀地应力和均匀内外压共同作用时的受力特性进

行分析；王力军等[6]将套管看成弹性体，把地层视为

无穷大的黏弹性体，建立了非均匀地应力条件下蠕变

地层的开尔文模型本构方程，运用应力分析法和拉普

拉斯变换法，求解出非均匀地应力条件下蠕变地层套

管的载荷；汪鹏程等[7]采用双剪统一强度理论和不相

关联流动法则，考虑软化区的大应变，对柱形孔扩张

问题进行求解，得出了扩张率–扩张压力的解析表达

式。 
上述研究并未给出不均匀地应力作用下塑性流动

区域（即可能发生的塌孔区域）、弹塑性边界处位移和

应力的解答，本文在文献[8]的研究基础上，借助复变

函数的映射函数方法对该问题进行了求解。 

1  问题的解答 
1.1  边界条件 

瓦斯抽采孔通常为圆柱形孔，其长度远大于直径，

假定煤层气储层岩体为各向同性的均质体，因此可将

非均匀地应力引起瓦斯抽采孔的变形问题简化为平面

应变问题，计算模型如图 1 所示。 

 

图 1 简化的平面应变模型 

Fig. 1 Simplified plane strain model 

取水平地应力分别为 σH和 σh，瓦斯抽采孔的半径

为 r0，内部均匀压力为 p0，边界条件可描述为 
（1）当 0r r 时： 

r p   ； 0r    ；       (1a) 
（2）当 r→∞时： 

( )
Hx    ； ( )

hy     。  (1b) 
1.2  应力的复变函数表示 

（1）弹性区 

引入弹性应力势函数 1( )U x y， ，在平面直角坐标

系 ( , )x y 下的应力表达式为[9] 
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相容方程 4
1 0U  在复平面 ( )z z， 内的形式为 
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满足式（3）的应力势函数 1( )U z z， 为 

          * *
1 1 1Re ( ) ( )U z z z       。       (4) 

相应地，应力的复变函数表达式可直接给出 
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式中， * *
1 1( ) ( )z z   ， *

1 ( )z 与 *
1 ( )z 具有相同的因次。 

式（4）、（5）中，函数 *
1 ( )z 与 *

1 ( )z 应为弹塑性

边界 Γ外域内的解析函数，且在 Γ和外域上均连续。 
（2）塑性区 
采用传统的 Tresca 塑性条件，即当最大剪应力达

到某一极限值 k时，材料发生屈服，在平面直角坐标

系 ( )x y， 下，剪切屈服条件描述为[10] 

       2 2
max 4x y xy k         ，   (6) 

式中， k可由材料的试验确定，单向拉伸屈服试验

( 1 s  ， 2 3 0   )， s 2k  ，纯剪试验( 1 s  ，

2 0  ， 3 s   )， sk  。 
引入塑性应力势函数 2 ( )U x y， ，结合应力求解公

式（2），则式（6）可表示成 2 ( )U x y， 的形式 
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根据内边界条件式（1），在极坐标 ( )r ， 下，满

足式（7）的势函数 2 ( , )U r  为 
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式中略去了与应力无关的常数项和 r的一次项。 
根据微分在极坐标与直角坐标之间的关系式 
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可求得塑性区的应力表达式 
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1.3  势函数的求解 

在弹塑性边界上应力连续，而无穷远处满足边界

条件式（1b），即 
（1）当 z∈Γ时， 
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（2）当 z→∞时， 
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由于弹塑性边界曲线 Γ的形状未知，引入保角变

换函数 ( )z   将 z平面上圆周 Γ 的外域映射成 ζ平
面上单位圆 （圆心为坐标原点 0  ，半径为 1）的

外域[10]： 
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式中， R和 jc 为待定系数， R为实数， jc 为复数，
ie   ， 1  。 

进一步把 z的函数变换为 的函数[10]： 
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将式（13）～（15）代入式（11），整理得 
（1）当 ∈  时， 
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（2）当 ζ→∞时， 
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在单位圆 的边界上， 1  ，因而 ie   ，引入[10] 
                  ie     ，            (17) 

此时，可得以下关系： 

2 1
( ) ( )
( )

c c M 
 

 
     ，    (18) 

式中， ( )M  是在单位圆  的外域为解析函数，并且

( ) 0M   。 
根据 Cauchy 定理：设函数 ( )F  在单位圆的外域

是解析的，且在圆外及圆周上是连续的，那么对于圆

内的任意一点 都有[11] 
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对边界条件式（16a）的第 2 式左右两端同乘以

1 d
2πi


 

，并沿单位圆 求回路积分，结合式（16b）

的第 2 式，可得 
      2 1 H h2 ( )k c c M        。   (20) 

根据 ( ) 0M   及 时方程有解，可求得 
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于是，式(12)可简化为 

         1( ) cz R  


 
   

 
  。      (22) 

将式（22）代入式（16a）的第 1 式，k， 0p 和R
均为实数，可直接得到 1( )Φ  的一种表达式： 
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根据式(16b)的第 1 式，进一步有 
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将式（24）代入式（22）得到 ( )  的表达式后，

由式（16b）的第 2 式可得 
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根据 2   ，由式（22）可得 
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将式（26a）、（26b）、（26c）代入式（14），并对
进行积分，根据 1( )  和 1( )  在无穷远处为解析函

数，在不改变应力姿态的条件下，可得 
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1.4   应力和位移的解答 

弹性区域任一点的应力和位移公式为[9] 
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将式（26）和（27）代入式（28a）、（28b）、（28c）
经过整理，可得应力和位移的最终求解公式： 
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2  计算实例 
假定煤岩体为均质的各向同性介质，参考文[12]

中采用空心包体法测得的地应力和煤岩体参数等数

据，取煤岩的弹性模量 E=3.3 GPa，泊松比 μ=0.273；
根据实际工程，取瓦斯抽放孔直径 90 mm，即半径

r0=0.045 m，抽放瓦斯产生的内压 p0=0.2 MPa，竖向

地应力 h =5.0 MPa。 
定义水平地应力与竖向地应力的比值为 

H h     ，            (30) 

 分别取 1.0，2.0 和 3.0，绘制了可能出现塌孔的区域

（塑性区域）、弹塑性边界处的径向应力 r 和径向位

移 ru 沿周向的分布曲线，如图 2～4 所示。 
从图 2 可以看出，随着地应力比值 的增大，瓦

斯抽放孔的塑性区域（可能发生塌孔的区域）的形状

由均匀地应力状态的圆形变成不均匀状态下的近似椭

圆形，塑性区域的最大地应力方向（长轴方向）增大

而最小地应力方向（短轴方向）减小，即较大地应力

方向易压碎煤岩体；当比值 分别取 1.0，2.0，3.0 时，

塌孔区域（即塑性流动区域）的面积与瓦斯抽放孔的

面积之比分别为 2.41，2.90，3.19，塑性区域的面积

随着地应力比值  的增大而增大。 

图 2 瓦斯抽放孔和弹塑性界面曲线 

Fig. 2 Gas drainage hole and elastic-plastic interface curves 

图 3 弹塑性界面处的径向应力分布曲线 

Fig. 3 Curves of radial stresses at elastic-plastic interface 

图 4 弹塑性界面处径向位移 

Fig. 4 Curves of radial displacement at elastic-plastic interface 

从图 3 可以看出，随着地应力比值 的增大，弹

塑性界面处的应力形状由圆形逐渐变成近似椭圆形，

其长轴方向位于最小地应力方向（图 3 中的 0°和 180
°方向），与图 2 中的弹塑性界面相差 90°。 
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比较图 2，3 可以得出：最大水平地应力越大，该

方向的塑性区域越大，煤岩体越易被压碎，该方向的

地应力越易被释放，因此该方向的径向应力有所减小。 
从图 4 可以看出，瓦斯抽放孔在发生塑性流动后，

变形主要由塑性区域内的煤岩体产生，而弹性区域的

径向位移很小，最大值为 1.18 mm，是瓦斯抽放孔直

径的 1.31%，可以忽略不计。 

3  结    论 
（1）在文[8]的研究基础上，采用复变函数的保

角映射方法，得到了竖向瓦斯抽放孔在非均匀地应力

作用下，孔边塌孔区域（塑性区域）、孔边的位移和应

力的求解公式。 
（2）当周边地应力为均匀应力时，弹塑性边界、

弹塑性界面处的径向应力都为圆形；随着最大水平地

应力的增大，弹塑性边界为最大水平地应力方向大于

最小水平地应力方向的近似椭圆形，而弹塑性边界上

的径向应务分布曲线为最小水平地应力方向大于最大

水平地应力方向的近似椭圆形，这是因为在最大水平

地应力作用下，该方向的煤矿岩体易被告压碎，压碎

后的煤岩体易释放最大水平地应力。 
（3）整个瓦斯抽放孔的位移主要由塑性区域的煤

岩体产生，而弹性区域的径向位移很小，可以忽略不

计。 
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