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弹塑性 p–y 模型及非线性地基梁的增量有限元法 
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摘  要：在水平受荷桩基的分析与计算中，p–y 曲线法是应用较为广泛的方法之一。在边界面弹塑性理论的框架内，

建立了一个 p–y 模型。与传统的 p–y 曲线比较，该模型能通过不同的参数取值，模拟不同非线性特性的 p–y 关系，

并能模拟往复荷载作用下的桩土相互作用。同时采用非线性地基梁的增量有限元法，结合提出的弹塑性 p–y 模型，编

制了有限元分析程序，对单调和往复水平荷载作用下的桩土系统进行实例分析，结果表明该方法能有效的模拟水平荷

载作用下的桩基非线性响应。 

关键词：桩；水平荷载；非线性；弹塑性；边界面 

中图分类号：TU470       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2012)08–1469–06 

作者简介：苏  栋(1978– )，男，福建省永定县人，教授，主要从事岩土地震工程、桩–土相互作用等方面的研究。

E-mail: sudong@szu.edu.cn。 

Elasto-plastic p-y model and incremental finite element method                

for beams on nonlinear foundation 
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Abstract: The p-y curve method is one of the most commonly used approaches in the analysis and design of piles under 

horizontal loadings. A p-y model is proposed within the framework of bounding surface elasto-plastic theory. In comparison 

with the traditional p-y curves, the model can simulate p-y relationships with different degrees of nonlinearity by choosing 

appropriate values for the model parameters, and can also simulate the soil-pile interaction under cyclic loadings. By adopting 

the incremental finite element method for beams on nonlinear foundation incorporating the proposed elasto-plastic p-y model, a 

finite element program is formulated. Soil-pile systems in the field or in the laboratory tests under monotonic or cyclic 

horizontal loadings are analyzed by use of the finite element program. By comparing the calculated and measured results, the 

capacity of the method and the proposed elasto-plastic p-y model in modeling the nonlinear response of the piles is 

demonstrated. 
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0  引    言 
承受水平荷载的桩基在高层建筑、桥梁、港口码

头和海洋采油平台等结构物中广泛应用。作用在这类

桩基的水平荷载可能包括风荷载，地震荷载和波浪荷

载。近年来，广大研究者对水平力作用下桩–土相互

作用问题进行了广泛的研究，根据试验及理论研究的

成果，提出了许多分析和计算的方法。地基反力法是

应用较为广泛的方法之一，其根据假定和桩–土相互

作用模型的不同，可分为极限地基反力法、弹性地基

反力法和 p–y 曲线法。国内的学者也提出了多种水平

受荷桩的分析方法，如 NL 法[1]，耦合法[2]，无网格法

[3]等。在较大的水平力作用下，桩土之间的相互作用

表现出明显的非线性，传统的 p–y 曲线虽然能考虑桩

周土体的非线性特性，但一般只能用于分析单调水平

荷载、而不能分析较为复杂的往复荷载作用下的桩基

问题。本文在边界面弹塑性理论的框架内，建立了能

模拟周期荷载作用的 p–y 模型。同时采用非线性地基

梁的增量有限元法，对单调和往复水平荷载作用下的

桩土系统进行分析，结果表明本文的弹塑性 p–y 模型
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结合非线性地基梁的增量有限元解法能有效的模拟各

种水平荷载作用下的桩基非线性响应。 

 

1  弹塑性 p–y 模型 
1.1  模型的建立 

模型以一定深度处的桩身位移 y 和单位面积上土

对桩的水平阻力 p （kPa）为变量，将阻力增量 dp引

起的位移增量 dy 分解为弹性和塑性两部分，即 
e pd d dy y y    ，           (1) 

式中， edy 为位移增量的弹性部分， pdy 为位移增量的

塑性部分。对于弹性部分，存在如下关系： 
e

ed dp k y   ，              (2) 

式中，
ek 为弹性抗力系数（ 3kN/m ）。 

对于塑性部分， 
p

pd dp k y  ，               (3) 

式中， pk 为塑性抗力系数（ 3kN/m ）。 

由式（1）～（3）可得 

 e pd 1/ 1/ dy k k p    。         (4) 

由此可得弹塑性抗力系数 epk 为 

 
1

ep e p1/ 1/k k k


    。          (5) 

为考虑周期加载条件下加载历史对 p–y 关系的

影响，建立边界面 m 0p p  ，其中
mp 为一定深度处

历史上的最大桩侧土阻力；并采用如下映射法则：①

当 d 0p  时，以
mp p  为中心，将当前土阻力 p 投

影到边界面
mp p ，如图 1（a）所示；②当d 0p  时，

以
mp p 为中心，将当前土阻力 p 投影到边界面

mp p  ，如图 1（b）所示。相应地，可知投影距离

为：当 d 0p p  时， mp p   ，
m2p  ；当

d 0p p  时， mp p   ，
m2p  。 

图 1 映射法则 

Fig. 1 Mapping rules 

结合投影距离，塑性抗力系数 pk 采用如下表达： 

 p

p e u m( ) / / 1k hk f y p p      。    (6) 

式中  up 为一定深度桩侧极限土阻力值（kPa），h 为

比例系数， p( )f y 为与塑性位移相关的函数，用以模

拟周期荷载作用下的抗力退化现象，借鉴文献[4]可表

示为 

   

p

r

d

p( ) / e 1 /

y

n ny
f y




   
 



      。  (7) 

式中  pdy 为累积塑性位移，
ry 为参考位移（

ry   

u e/p k ），用于对 pdy 进行无量纲化； 为模型参数；

n可取任意较大的整数，如 10。对于初始加载，由于

  ， p( ) 1f y  ， p( )f y 对塑性抗力系数 pk 没有影

响；对于非初始加载，式（7）能保证当  逐渐接近 

时，塑性抗力系数能逐渐过渡到初始加载时的数值。 

1.2  参数确定方法 

（1）
ek 的确定 

假定弹性抗力系数
ek 不随桩侧位移变化而变化，

即始终为 p – y 关系曲线的初始比例系数
inik

（ -3kN m ）。与 m 法的假定类似，假设弹性抗力系数

ek 随深度 z 线性增长，并按下式确定： 

e ini h( / )k k d z     ，           (8) 

式中，
h 为地基弹性模量（ -3kN m ），d 为桩径。对

于
h ，Terzaghi

[5]建议，松砂取 1100～3300 3kN/m ，

中密砂取 3300～11000 -3kN m ，密砂取 11000～

23400 -3kN m ，而美国石油协会规范[6]给出了地下水

位以上以及地下水位以下不同状态砂土的参考值。 

另外，如果取
ek mz ，并假定塑性抗力系数 pk 为

无穷大，本文模型则退化为 m 法。 

（2）
up 的确定 

桩侧极限土阻力值
up 的确定实际上是个复杂的

三维问题[7]，虽然目前各种经验公式较多[6-9]，但仍没

有形成共识。本文采用类似于 Ismael
[8]提出的公式： 

u p pp c    ，               (9) 

式中， p 为桩侧土体被动土压力， pc 为模型参数。

Broms
[9]对于砂土曾提出公式： 

u v

1 sin
3

1 sin
p






 
  

 
  ，       (10) 

式中，为土体的内摩擦角，式（10）相当于式（9）

取 p 3c  。 

（3）参数 h 的影响 

考虑单调加载的情况，此时   ， p( ) 1f y  ，

将式（6）代入式（4）可得 

 e e u

1 1
d d

/ 1
y p

k hk p p

 
    

 。    (11) 

h 取不同值时，通过对式（11）进行数值积分可得到

不同特性的 p–y 关系曲线，如图 2 所示。图中 p，y

分别除以 up ， ry 进行无量纲化。 

Kondner
[10]曾提出双曲线型桩侧位移–土阻力模

型，如下式所示： 

ini u/(1/ / )p y k y p    。         (12) 

图 2 也将双曲线型 p–y 曲线绘出，可见双曲线型 p–
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y 曲线与本文模型 h=0.3 的情况较为接近，而本文模

型可以通过调整 h 模拟不同非线性特性的 p–y 关系，

具有更广泛的适用性。 

图 2 参数 h 对 p–y 关系的影响 

Fig. 2 Influence of h on p-y relationship 

（4）参数 的影响 

由式（7）可知，参数 只有在   ，即非初始

加载时会影响 pk ，从而影响 p–y 关系曲线的特性。图

3（a）给出了在周期加载且位移幅值为
r5y 条件下，当

0.01  时的 p–y 关系曲线，可见随着周期数的增加，

刚度出现了退化，最大抗力逐渐减小，第 5 个周期的最

大抗力约为第 1 个周期的 80％。图 3（b）给出了当 取

不同值时，第 5 个周期最大抗力（
5p ）与第 1 个周期

最大抗力（
1p ）的比值，从中可以看出，通过调整参数

 的取值，模型可以模拟抗力不同衰退程度的情况。 

 

图 3 参数 对 p–y 曲线的影响 

Fig. 3 Influence of   on p-y curves 

2  非线性地基梁的增量有限元法 
由于在较大水平荷载下，桩土相互作用具有明显

的非线性特性，本文采用非线性地基梁的增量有限元

法求解该问题。如图 4 所示，桩体采用弹性梁单元模

拟，桩与桩周土之间的相互作用采用非线性弹簧模拟。

先求解在桩头荷载（位移）增量作用下的桩土响应，

再通过数值积分得到总荷载（位移）作用下的响应。 

 

图 4 非线性地基梁的增量有限元分析 

Fig. 4 Incremental finite element analysis of a beam on nonlinear  

foundation 

对于弹性梁，其增量形式的基本方程如下： 

几何方程 
2 2d / dv z      ；             (13) 

本构方程 
2 2(d / d )M EI EI v z        ；     (14) 

平衡方程 
3 3d / d (d /)dQ M z EI v z        。     (15) 

用有限元分析梁弯曲问题时，通常采用二节点

Hermite 单元，其单元刚度方程为 
e T T

1 1 2 2 1 1 2 2(    ) (    )K v v Q M Q M          ，(16) 

式中， eK 为梁单元的刚度矩阵，  

2 2

e

3

2 2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2 6 4

l l

l l l lEI
K

l ll

l l l l

 
 

 
   
 

 

 。  (17) 

其中， EI 为抗弯刚度， l 为单元长度。 

各节点处弹簧产生的荷载增量作为外部荷载施加

到梁单元节点上，即 

s ep 0P k v k B l v        ，      (18) 

式中， sk 为非线性弹簧的切线刚度， epk 为 p–y 模型

中的弹塑性抗力系数， 0B 为桩的计算宽度， l 为单元

长度。通过单元方程构建成求解总方程后，可将各节

点处弹簧产生的荷载增量移到方程左边，合并整理后
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弹簧的切线刚度移到整体刚度矩阵中，例如整理后的 3 单元 4 节点的整体刚度矩阵为

1 1 1 1
s13 2 3 2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 1 1 2 1 2 2 2
s23 2 3 3 2 2 3 2

1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 2

2

3

2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 12 6 6 12 6

6 2 6 6 4 4 6 2

12

EI EI EI EI
k

l l l l

EI EI EI EI

l l l l

EI EI EI EI EI EI EI EI
k

l l l l l l l l

EI EI EI EI EI EI EI EI

l l l l l l l l
K

EI

l

 



      

   



  3 3 3 32 2 2
s32 3 3 2 2 3 2

2 2 3 2 3 3 3

3 3 3 32 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 3 2 3 3 3

3 3 3 3

s43 2 3 2

3 3 3 3

3 3 3 3

2 2

3 3 3 3

12 6 12 66 12 6

6 4 6 26 2 6 4

12 6 12 6

6 2 6 4

EI EI EI EIEI EI EI
k

l l l l l l l

EI EI EI EIEI EI EI EI

l l l l l l l l

EI EI EI EI
k

l l l l

EI EI EI EI

l l l l














     


    



   
























 
 
 
 
 



，

(19) 

式中，
s1k ，

s2k ，
s3k 和

s4k 分别为节点 1，2，3，4 上

的弹簧切线刚度。求解有限元总方程即可求得各节点

的位移增量，进而求得各单元节点处的内力增量。本

文通过 matlab 编制程序实现此过程。 

3  实例计算与分析 
例 1：某钻孔灌注桩桩径 d=1.0 m，桩长 l=12 m，

桩身混凝土弹性模量 7

c 3.235 10E    kN/m
2。地面作

用有水平荷载 150 kN，弯矩为 0。地基土共 2 层，第

1层土厚 2 m， 1 3000m   kN/m
4，第 2层土

2m   20000 

kN/m
4。此例为文献[11]中用于验证多层地基水平荷载

桩m法的有限差分解法和弹性地基杆系有限单元解法

的一个例子。为便于和文献[11]的结果进行直接对比，

以验证所编制的非线性地基梁增量有限元程序的正确

性，本文也将桩均分为 24 个单元（每个单元长度为

0.5 m），桩体计算宽度 0 0.9( 1) 1.8B d    m，抗弯弹

性模量
c0.67E E 。分析中，p–y 模型的弹性阻力系

数按
ek mz 计算（在土层分界处，m 取两层土的平均

值），同时令参数 h=100000，此时塑性阻力系数远大

于弹性阻力系数，p 与 y 基本为线弹性关系。将桩头

水平荷载均分为 1000 增量步施加，计算出的结果如图

5，6 及表 1 所示，最大弯矩作用位置与文献[11]的结

果相同，桩身最大弯矩和桩顶位移与文献[11]几种不

同数值计算方法结果之间的差异均小于 1%。 

为了考察非线性 p–y 关系对水平受荷桩响应的

影响，还对 h 取值 0.1，0.01 和 0.001 三种情况分别进

行计算（分析中假定 2 层土体的重度均为 18 kN/m
3，

内摩擦角为 30°， p 3.0c  ）。从图 5，6 以及表 1 的

结果可以看出，随着 h 的减小，桩头水平力–位移关

系曲线的非线性特点愈加明显，在相同水平力（150 

kN）情况下，桩头位移增大，桩身弯矩最大值也增大，

同时
maxM 作用位置下移。 

 

图 5 桩头水平力–位移关系曲线 

Fig. 5 Relationship between horizontal force and displacement  

..at pile head 

表 1 h 值对桩顶位移及桩身弯矩最大值的影响 

Table 1 Influence of values of h on maximum displacement at pile  

..head and maximum moment along pile 

h 值 
桩顶位移 

y0/mm 

最大弯矩 

Mmax/(kN·m) 

Mmax作用 

位置/m 

100000 4.29 339.04 3.0 

0.1 5.19 355.01 3.5 

0.01 8.64 415.32 4.0 

0.001 19.84 519.62 5.0 

例 2：文献[12]报道了在 Mustang Island 进行的现

场水平桩试验。试验场地水位在地表以上，场地土体

主要为密砂，有效重度 10.4 kN/m
3，内摩擦角 39°。

试桩为钢管桩，外径 0.61 m，壁厚 9.35 mm，入土深

度 21 m，加载点在地表上 0.3 m 处，试验结果见图 7。 

分析时桩长取 21.3 m，均分为 71 个单元（每个
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单元长度为 0.3 m），分析采用位移控制，总位移分

1000 个增量步施加。
h 根据美国石油协会规范[6]给出

的地下水位以下的参考值取 7 33.4 10  N/m （由土体内

摩擦角确定），其它参数取 1.0h  ， p 3.3c  。模拟的

结果见图 7，从图 7 中可看出，计算结果较好地重现

了现场试验观察到的桩头水平力–位移关系曲线的非

线性特性，计算和测得的水平力最大值也较为接近。 

 
图 6 水平力为 150 kN 时的桩身弯矩分布图 

Fig. 6 Distribution of moment along pile under horizontal force of 

150 kN 

 

图 7 桩头水平力–位移关系比较（例 2） 

Fig. 7 Comparison between calculated and measured horizontal  

      force-displacement relationships at pile head (Example 2) 

 

图 8 桩头水平力–位移关系比较（例 3） 

Fig. 8 Comparison between calculated and measured horizontal  

      force-displacement relationships at pile head (Example 3) 

例 3：文献[13]进行了现场水平桩试验。场地土体

主要为中密砂土层，含有部分黏土夹层。试验场地水

位在地表下 2.1 m 处，水位以上砂土重度 16.7 kN/m
3，

水位以下有效重度 8.1 kN/m
3。试桩为钢管桩，外径

0.324 m，壁厚 9.5 mm，入土深度约为 16 m，加载点

在地表上 0.483 m 处，试验结果如图 8 所示。分析时

取 34 个单元，每个单元长度为 0.483 m。忽略黏土夹

层（假定为砂土）。
h 根据文献[6]地下水位以上和地

下水位以下分别取 7 37.5 10  N/m 和 7 32.6 10  N/m ，其

它参数取 1.0h  ， p 4.5c  。图 8 将计算结果和试验结

果进行比较，从中可以看出两者吻合得较好。 

例 4：笔者进行了砂土中单桩的模型试验，模型

桩为不锈钢管桩，外径 3.8 cm，桩身抗弯刚度EI＝3360 

N·m
2，桩入土深度 50 cm。砂土为中密平潭砂，干重

度为 15.3 kN/m
3，内摩擦角为 28°，桩为土样制备后

打入，桩周土有明显挤密效应。加载点位于土面上 20 

cm 处，只施加水平力，同时允许桩头自由转动。加载

采用位移控制，进行了位移幅值为 10 mm 的规则和不

规则往复加载试验，试验中桩头的位移变化见图 9。 

 

图 9 模型试验中桩头的位移 

Fig. 9 Displacements at pile head from model tests 

分析时桩长取 70 cm，均分为 70 个单元（每个单

元长度为 1 cm）。令加载点及以下的 20 个节点连接的

弹簧刚度为 0，其余节点的弹簧刚度则由 p–y 模型确

定。模型参数取值为： 7 3

h 2.2 10  N/m   ， p 10.0c  ，

（由于桩周砂土在打桩过程中有明显的挤密效应，挤

密后桩周砂土的内摩擦角难以确定，被动土压力仍根

据挤密前的内摩擦角计算，但挤密效应对 up 的影响体

现在 pc 的取值上）， 0.5h  ， 0.001  （试验中观察

到刚度衰退不明显）。分析也采用位移控制，规则加载

和不规则加载的分析结果分别如图 10，11 所示，并与

试验结果进行了比较。通过图 10 规则加载试验的比较

可以看出，数值结果与试验结果在初始加载阶段吻合

得较好，水平力最大值基本一致；在往复加载阶段，

数值结果也较好地反映了桩头水平力–位移关系曲线

的滞回特性。图 11 中不规则加载路径下的分析结果也

基本重现了试验观察到的桩头水平力–位移的关系特
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性，计算得到的水平力最大值和测量值比较接近。这

些分析结果表明本文的弹塑性 p–y 模型结合非线性 

地基梁的增量有限元解法能有效的模拟水平往复荷载

作用下的桩基响应。 

 

图 10 规则加载路径下桩头水平力–位移关系曲线 

Fig. 10 Relationship between horizontal force and displacement  

under regular loading path 

 

图 11 不规则加载路径下桩头水平力–位移关系曲线 

Fig. 11 Relationship between horizontal force and displacement  

under irregular loading path 

4  结    语 
本文在边界面弹塑性理论的框架内，建立了一个

能模拟水平桩土相互作用的 p–y 模型。模型通过参数

h 的不同取值，能模拟不同非线性特性的 p–y 关系，

并能模拟往复荷载作用下的桩土相互作用。本文同时

采用非线性地基梁的增量有限元法，结合提出的弹塑

性 p–y 模型，编制了计算程序，对水平荷载作用下的

桩土系统进行实例分析，分析结果和现场试验、模型

试验的结果都吻合得较好。在本文的模拟分析中，对

于两个现场试验 h 取值均为 1，而对于模型试验 h 取

值略小，后续研究将收集更多的试验数据对参数的取

值进行分析。另外，虽然本文目前参数的确定方式主

要针对砂土，但对其略作改变后，模型也可以方便的

应用于黏土中的水平受荷桩分析。 
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