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考虑孔隙水压力效应和非线性破坏准则的           
浅埋地下洞室支护力上限分析 

黄  阜，杨小礼，黄  戡，张道兵 

（中南大学土木工程学院，湖南 长沙 410075） 

摘  要：由于孔隙水压力的作用，位于饱和土体中地下结构的力学和变形特征与完全干燥土体中的结构有很大不同。
根据浅埋地下洞室的非线性破坏特征构建了一个新的曲线形破坏机制，并将孔隙水压力做的功率作为一个外力功率引

入极限分析上限定理的虚功率方程中，推导了孔隙水压力作用下饱和土体中浅埋洞室支护力和速度间断线上限解的解

析表达式。利用变分原理，对此支护力的上限解进行了优化计算，得到了支护力的最优上限解，并对单一影响参数变

化下的支护力随埋深变化规律和洞室顶部塌落面的形状进行了研究。研究结果表明：孔隙水压力对饱和土体中浅埋洞

室的支护力和塌落面均有重大影响；支护力和塌落面都随孔隙水压力系数的增大而增大。 
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Upper bound solutions of supporting pressure of shallow cavities subjected to          
pore water pressure based on nonlinear failure criterion 
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(College of Civil Engineering, Central South University, Changsha 410075, China) 

Abstract: Due to the effect of pore water pressure, the mechnical and deformation characteristics of underground structures 

located in saturated soils are different from those located in completely dry soils. According to the nonlinear failure 

characteristics of shallow cavities, a new curved failure mechanism is constructed. By regarding the work rate of pore water 

pressure as an external loading work rate, the effect of pore water pressure is introduced into the virtual work rate equation of 

the upper bound theorem, and the upper solution expressions of supporting pressure and detaching curve of the shallow cavities 

subjected to pore water pressure are derived. By using variational calculation to optimize the objective function, the optimal 

upper solutions of supporting pressure and collapsing block shape of shallow cavity are obtained. According to the results of 

parametric analysis, the pore water pressure has significant influence on the supporting pressure and collapsing surface of the 

shallow cavities. Furthermore, both the supporting pressure and collapsing surface increase with the increase of pore water 

pressure coefficient. 
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0  引    言 
土体是典型的三相体材料，由土壤颗粒、颗粒间

的孔隙和孔隙中的水组成。对于饱和土体而言，土壤

颗粒和水一般被认为是不可压缩的，土体体积的变化

量完全由孔隙水从土体孔隙中的排出量决定。因此孔

隙水压力对土体的变形和强度特征有很大影响。许多

学者已经对饱和土体中的各种土力学问题展开了研

究。Michalowski[1]根据极限分析上限定理将孔隙水压

力功率视为一个外力功率引入能量平衡方程中计算了

饱和土质边坡的稳定性系数；Shin[2]采用了一种间接

的无损伤的方法来对隧道衬砌的残余孔隙水压力进行

计算，现场调查表明能为孔隙水压力作用下隧道的施

工提供安全评估；Bobet[3]推导了静态和动态荷载下饱
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和多孔隙介质中深埋隧道周边应力和位移的解析解，

其研究成果表明目前工程中采用的不透水衬砌考虑了

全部水压力的作用，计算结果过于保守；Yang等[4]采

用非关联流动法则和强度折减法计算了孔隙水压力作

用下的浅埋隧道稳定性系数，其计算结果表明孔隙水

压力对饱和土体中隧道的稳定性系数有重大影响。 
为了方便人们出行，地铁车站、地下停车场等地

下结构的埋深都较浅，如何保证浅埋地下结构的稳定

是工程人员最为关注的问题之一。在众多的分析方法

中，极限分析上限定理利用构建的机动许可速度场中

外力做功和内能耗散的关系建立虚功方程，对极限状

态下的各种岩土工程问题进行分析。这一方法最大的

优越性在于，无论土体的力学特性多么复杂，都可以

得到一个接近实际情况的破坏荷载[5]。因此，该方法

被广泛用于各种岩土工程问题的稳定性分析中[6-9]。杨

峰等[10]构筑了一个由多块刚性体组成的浅埋隧道破

坏机制，并根据功能关系得到了浅埋隧道支护力的表

达式，通过对支护力进行优化，最终得到了浅埋隧道

支护力的上限解。Leca等[11]利用刚性圆锥体构建了 3
种三维浅埋隧道破坏机制并据此得出了摩擦材料中浅

埋隧道开挖面支护力的上限解。然而上述浅埋隧道的

上限分析都是采用线性Mohr- Coulomb破坏准则进行
的，且没有考虑孔隙水压力的影响。孔隙水压力和非

线性破坏准则作用下浅埋洞室的力学特性还有待研

究。 
根据浅埋地下洞室的破坏特征，本文构建了一个

曲线形的破坏机制，并采用非线性破坏准则计算了此

破坏机制的内能耗散功率。通过将孔隙水压力作为一

个外力引入虚功率方程，得到了孔隙水压力作用下饱

和土体中浅埋洞室支护力的表达式。利用变分法对此

表达式进行优化，得出了饱和土体中浅埋洞室支护力

的上限解和极限状态下浅埋洞室顶部塌落面的形状。 

1  Power-Law非线性破坏准则 
Power-Law 非线性破坏准则的表达式简洁明了，

通过切向应力和法向应力反映了土体屈服时的非线性

关系，被广泛应用于分析各种岩土工程问题[12-15]。其

表达式为 
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n
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t
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m

c σ
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σ
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式中  τ 和 nσ 分别为破坏面上的切向应力和法向应
力； 0c ， tσ 和m均为土体材料参数，其值可由三轴
试验确定。当 1m = 时，式（ 1）转化成线性的
Mohr-Coulomb破坏准则。 

 

2  孔隙水压力作用下的极限分析上限

定理 
根据 Chen[5]的论述，极限分析上限定理可以表

述：如果所假设的机动许可速度场满足位移边界条件，

则根据外力功率与内能耗散功率相等所确定的荷载必

定大于或等于极限状态下的实际荷载。为了对孔隙水

压力作用下的边坡进行上限分析，Viratjandr等[16]将孔

隙水压力视为一个外力作用在土体颗粒上，则孔隙水

压力作的功等于孔隙水压力使土体颗粒膨胀做的功和

水压力在边界上作的功之和。因此，孔隙水压力作用

下的极限分析上限定理可表达为 
d d d d dij ij i i i i ij i iV s V V s

V T v s X v V u V n v u sσ ε ε≥ + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫& & 。 

      (2) 
式中  ijσ 和 ijε&分别是机动许可速度场中的应力张量
和应变率； iT是作用在边界 s上的荷载； iX 是体力；
V 是速度场的微观体积； iv 是速度场中速度间断线上
的速度； in 是曲线的单位法向矢量；u为孔隙水压力。
根据极限分析定理的应用条件，本文对土体材料和速

度场做出了如下假设：①土体材料为理想塑性材料，

即不考虑材料的应变硬化和应变软化特性；②材料的

屈服面是外凸的且塑性应变率可以根据相关联流动法

则由屈服函数求出；③机动许可速度场中的塌落体是

一个刚性体，由极限荷载产生的几何变形可以忽略。

根据上述假设，机动许可速度场内的应变率 ijε& 为零，
从而导致孔隙水压力作用在刚性塌落体中的功为零。

孔隙水压力做的功仅由式（2）中不等号右边最后一项
即孔隙水压力作用在速度间断线上的那一部分产生。 

3  孔隙水压力作用下浅埋洞室支护力

上限分析 
3.1  浅埋洞室破坏机制 

Fraldi 等[17]基于 Hoek-Brown 破坏准则构建了一
种曲线形破坏机制对深埋矩形隧道进行上限分析，并

根据虚功率方程和变分法得到了极限状态下深埋隧道

顶部塌落面的破坏形状。然而，与深埋隧道在顶部形

成一个拱形塌落面不同，浅埋洞室由于上覆岩层较薄，

塌落面不再形成一个拱形结构，而是沿两条对称的曲

线延伸到地表。随着地下洞室的埋深逐渐增加，达到

一个临界深度后，浅埋洞室转变成深埋洞室，此时的

塌落面又将在洞室顶部形成一个拱形。因此，参照前

人的研究成果[10, 17]，本文构建了一种新的浅埋隧道曲

线形破坏机制，即浅埋洞室的顶部土体在极限状态下

形成一个上窄下宽的倒漏斗形塌落面，塌落面的顶部

半宽 L小于洞室的半宽b，速度间断线上任一点处的
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切线与水平方向的夹角为θ ，如图 1所示。洞室顶部
的刚性塌落体和未塌落的土体之间发生相对滑动，造

成了塌落面上的速度不连续，因而此塌落面也可称为

速度间断面， ( )f x 为速度间断曲线。 

 

图 1 饱和土体中浅埋地下洞室曲线形破坏机制 

Fig. 1 Curved failure mechanism of shallow cavity in saturated  

0soils 

3.2  基于非线性破坏准则的饱和土体中浅埋洞室能耗

计算 

根据相关联流动法则，塑性势面与屈服面一致且

塑性应变增量与塑性势的应力梯度成正比。因此，由

式（1）可以求得速度间断面上的法向和切向应变，而
此速度间断面上任一点的内能耗散功率D等于该点的
法向应力与应变之积加上切向应力应变之积[17]： 

( ) ( )
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式中  v为塌落体的速度；t为速度间断面的厚度； nε&
为法向应变增量； nγ& 为切向应变增量； ( )f x′ 为速度

间断曲线 ( )f x 的一阶导数。将式（3）沿着整个速度
间断面积分，即可求得整个速度间断面上的内能耗散

功率： 

( ) ( ) 11
0 1

D t t1 d

m
mb

m
L

c f x vW m x
m t

σ σ
−

−
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∫ 。(4) 

由于整个破坏机制关于 y轴对称，因此可以取一
半进行计算以简化计算过程。 

洞室顶部塌落体的重力功率为 

( )d
b

L
W Hb f x x vγ γγ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫   ，      (5) 

式中，γ 为土体重度（kN/m3），H 为浅埋洞室的埋深。
洞室支护力 q的功率为 

cosqW bqv= π   。             (6) 

地表超载 sσ 的功率为 

s sW Lvσ σ=   。                (7) 

根据式（2）孔隙水压力u产生的功率为 

u di is
W n v u s= ∫  。               (8) 

而孔隙水压力u可由下式求出[16]： 
uu r zγ=   。                  (9) 

式中  ur 为孔隙水压力系数；z 为地表到速度间断线
( )f x 上任一点的垂直距离。因此，将式（9）代入式
（8）可得  

( )u u d
b

L
W r f x v xγ= ∫   。         (10) 

根据极限分析上限定理，总外力功率等于内能耗

散功率： 
    

sq u DW W W W Wσγ + + − =   。      (11) 

将式（4）、（5）、（6）、（7）、（10）代入式（11）并通
过计算可得浅埋洞室支护力 q的表达式： 

( ) ( )
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( ) ( )s 1= , , d
b

L

L
H f x f x x x

b b
σ

γ ψ ′+ + ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  。 (12) 

式中， ( ) ( ), ,f x f x xψ ′⎡ ⎤⎣ ⎦为一个泛函，其表达式为 

( ) ( ) ( ) ( )
11

0 1
t, , 1

m
m

m
t

c f x
f x f x x m

m
ψ σ σ

−
−

′⎡ ⎤
′ = − − − −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
 

( ) ( )u1 r f xγ+   。           (13) 

根据上限定理，由总外力功率和内能耗散功率相

等求出的浅埋洞室支护力只是众多上限解中的一个，

不是接近真实解的最优上限解。而最优的上限解是由

虚功率方程得到的任意机动许可的速度场对应的极限

荷载中的最大值。因此，为了求得支护力 q的最优上
限解，必须求出式（12）的最大值。从式（12）可以
看出，当各个参数一定时， q的值完全由ψ 决定。这
样，求解 q的最优上限解转化为求解ψ 的最大值问题。
ψ 为一个最简单的积分型泛函，通过变分运算这一最
简泛函的驻值问题可以转化为求解欧拉方程在满足边

界条件下的边值问题[18]。对式（13）进行变分运算，
可得 

( ) ( )
d
df x x f x

ψ ψδψ
⎡ ⎤∂ ∂

= − ⎢ ⎥′∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
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(14) 
泛函的驻值条件为 
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0δψ =   。              (15) 

将式（14）代入式（15）就可以得到一个二阶常系数
齐次微分方程： 

( ) ( ) ( )
1 21

0 1 1
u t1 0
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mm

m m
c mr f x f x
m m

γ σ
−−

− −
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。(16) 

解此微分方程，可以得到速度间断曲线 ( )f x 的解析表
达式： 

( ) ( ) ( )
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f x r c x A
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− − ⎡ ⎤
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，(17) 

式中， 0A 和 1A都是积分常数，可由边界条件确定。将
式（17）代回式（12）即可求得极限状态下浅埋洞室
支护力 q的最优上限解： 
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( ) ( )u 1
1      1t r A b L H
b

σ γ γ⎡ ⎤− − + − +⎣ ⎦   。     (18) 

式中  0A ， 1A和 L需要通过应力边界条件和几何关系
进行求解。 
在塌落体与地表交界处取一个微小的单元进行力

学分析。根据此微元 X轴方向的力学平衡方程可以得
到 

n
1 sin 2 cos 2
2xyτ σ θ τ θ= −   。    (19) 

根据实际力学情况，地表处无切应力分布，因此

有 
( ), 0 0xy x L yτ = = =   。         (20) 

由于θ 为速度间断线上任一点处的切线与水平方
向的夹角，因此θ 的正切值等于 ( )f x′ 。将法向应力和

切向应力及通过三角变换得到的由 ( )f x 表示的
sin 2θ 和 cos 2θ代入上式并运算可以解得 

( )0 u1A L rγ= − +   。           (21) 
此外，根据图 1所示的几何关系，可得 
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0f x L

f x b H
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                (22) 

将式（17）、（21）代入式（22）即可解得 1A和 L： 
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并将式（23）代入式（17）、（18）就得到极限状态下
支护力和速度间断曲线的最优上限解： 

( )s
t

1L
q H b L

b b
σ

γ σ= + − − −  

( ) ( ) 1
0 t u

1 1
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m mm mc r b L
b m
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 ， (24) 

( ) ( ) ( )1

u 0 t1
m mmf x r c x Lγ σ
− −⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  。     (25) 

4  对比计算 
Davis 等[19]针对黏性土体中浅埋隧道的破坏特

征，提出了 4种直线形破坏机制，并根据这 4种破坏
机制求出了浅埋隧道稳定系数的上限和下限解。杨峰

等[10]根据浅埋隧道的破坏特征构建了一种直线形多

块刚性体破坏机制，如图 2所示。利用这种破坏机制
和线性 Mohr-Coulomb 破坏准则，他们计算了浅埋隧
道极限状态下支护力的上限值，通过与采用太沙基法

得到的结果进行对比，证明浅埋隧道的直线形多块刚

性体破坏机制是一种有效的破坏机制。为了证明本文

所假设的浅埋洞室曲线形破坏机制的正确性，当

Power-Law 破坏准则转化成 Mohr-Coulomb 破坏准则
时，将本文计算的支护力上限值与采用直线形多块刚

性体得到的结果进行了对比。当参数 1m = 时，
Power-Law 准则转化成线性的 Mohr-Coulomb 准则，
此时 Mohr-Coulomb 准则中的参数可以根据式（26）
等价转化为 Power-Law准则中的参数： 

0

t tan

c c
cσ
ϕ

= ⎫
⎪
⎬= ⎪⎭

，

，
                    (26) 

式中，ϕ为土体内摩擦角， c为土体黏聚力。 

 

图 2 浅埋地下洞室直线形多块体破坏机制 

Fig. 2 Linear multiple blocks failure mechanism of shallow cavity 

根据式（24）推导出m =1 和 ur =0（即不考虑孔
隙水压力）时浅埋隧道支护力上限解的公式，并将土

体的 c，ϕ值转化成等效的 Power-Law参数并代入其
中，得到了与 Mohr-Coulomb 准则等效的支护力最优
上限解。通过与杨峰等[10]采用直线形多块刚性体破坏

机制和 Mohr-Coulomb 破坏准则得出的上限解进行比
较，可以发现在m =1 和 ur =0 的情况下本文的计算结
果与采用直线形多块刚性体破坏机制得到的结果基本

一致，最大差值不超过 3.45%，如图 3 所示。由此可
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见，本文所采用的破坏机制和计算方法是准确和有效

的。 

 

图 3 曲线形破坏机制（m=1）与直线形多块刚性体破坏机制下 

.浅埋洞室支护力上限解对比 

Fig. 3 Comparison of upper bound solutions of supporting  

     pressure q between curved failure mechanism (m=1)  

and linear multiple blocks failure mechanism 

5  影响参数分析 
5.1  各参数对饱和土体中浅埋洞室支护力 q 上限解的

影响 

为了研究孔隙水压力对浅埋洞室支护力上限解的

影响，当洞室半宽 b =10 m，土体参数为 0c =90 kPa，

tσ =240 kPa，m =1.6， sσ =0 和孔隙水压力系数 ur 分
别为 0，0.1，0.2，0.3，0.4时，根据式（24）绘制了
支护力 q随洞室埋深H 的变化规律图，如图 4（a）所
示。从图 4（a）中可以看出，浅埋洞室由于顶部土体
较薄，没有形成拱形塌落面以支撑上部压力，支护力 q
随着埋深H 的增大而快速增大。通过将不考虑孔隙水
压力（ ur =0）和考虑孔隙水压力（ ur ≠0）的情况进
行对比，表明孔隙水压力作用下的浅埋洞室支护力明

显大于未考虑孔隙水压力作用的支护力 q，且在埋深
相同时，支护力随孔隙水压力系数的增大而增大。由

此可见，孔隙水压力对饱和土体中浅埋洞室的支护力

有重大影响，在分析饱和土体中地下结构的力学特征

时必须考虑孔隙水压力的作用。 
当土体参数为 0c =70～110 kPa， tσ =240 kPa，

m =1.2～2.8， sσ =10～50 kPa， ur =0.3时，为了分析
孔隙水压力作用下各参数对浅埋洞室支护力的影响，

分别计算了其他参数确定，仅一个参数变化的情况下

不同埋深对应的支护力上限解，如图 4（b）、（c）和
（d）所示。从这 3幅图中可以看出，参数 0c ，m和 sσ
均对饱和土体中浅埋洞室的支护力 q有重大影响；当
其它参数一定时，支护力 q随参数 0c 和m的增大而减
小；与 0c 和m对支护力的影响不同，q随 sσ 的增大而
增大。因此，当土体参数 0c 和m的值较大而地表荷载

sσ 较小时，仅需要较小的支护力浅埋洞室就可以实现
稳定。换言之，较大的 0c ，m值和较小的 sσ 值对浅埋
洞室的稳定性有利。 

 

 

 

图 4 不同参数下浅埋洞室支护力 q随埋深 H的变化规律 

Fig. 4 Change laws of supporting pressure q with cavity depth H  

.for different soil parameters 
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5.2  各参数对饱和土体中浅埋洞室极限破坏面的影响 

假设洞室半宽b =10 m，埋深H =10 m，土体参数
为 0c =90 kPa， tσ =240 kPa，m =1.6， sσ =0和孔隙水
压力系数 ur 分别为 0，0.2，0.4，0.6，0.8时，根据极
限状态下速度间断线 ( )f x 的解析表达式（25），绘制
了不同孔隙水压力系数下饱和土体中浅埋洞室顶部土

体的塌落面形状，如图 5（a）所示。从图 5（a）中可
以看出，当不考虑孔隙水压力作用时（ ur =0），浅埋
洞室的塌落面最小。随着孔隙水压力系数 ur 的增大，
浅埋洞室顶部土体的塌落面也随之增大。 

 

 

 

 
图 5 极限状态下饱和土体中不同参数的浅埋洞室顶部塌落面 

.形状 

Fig. 5 Shapes of collapsing surface over roof of shallow cavity in  

     saturated soils for different soil parameters under limit state 

为了分析孔隙水压力作用下各参数对浅埋洞室顶

部塌落面的影响，当土体参数为 0c =70～110 kPa，

tσ =160～320 kPa，m =1.2～2.8， ur =0.3时，绘制了
单一参数变化下浅埋洞室顶部土体的塌落面，如图 5
（b），（c）和（d）所示。从这 3幅图中可以看出，在
其它参数一定的情况下，饱和土体中浅埋洞室顶部土

体的塌落面随参数m和 tσ 的增大而增大，随 0c 的增大
而减小。 

6  结    论 
根据极限分析上限定理和非线性破坏准则，对孔

隙水压力作用下饱和土体中浅埋洞室的支护力和顶部

塌落面形状进行了研究，研究结果表明： 
（1）当m =1时，非线性破坏准则中的参数可以

等效转化成线性 Mohr-Coulomb 破坏准则中的参数。
与此同时令 ur =0，即不考虑孔隙水压力的作用。在这
种情况下采用本文破坏机制得到的浅埋洞室支护力上

限解与前人采用直线形多块刚性体计算的结果基本一

致，证明了本文采用的方法是正确和有效的。 
（2）饱和土体中孔隙水压力对浅埋洞室支护力上

限解有重大影响，当其他参数不变时，支护力 q随孔
隙水压力系数 ur 的增大而增大。在分析饱和土体中地
下结构的力学特征时必须考虑孔隙水压力的作用。 
（3）在饱和土体中，浅埋洞室支护力随参数 0c 和

m的增大而减小，随 sσ 的增大而增大。因此较大的 0c ，
m的值和较小的 sσ 值有利于饱和土体中浅埋洞室的
稳定。 
（4）孔隙水压力对浅埋洞室顶部塌落面的形状有

重大影响，当其他参数不变时，浅埋洞室顶部塌落面

随着孔隙水压力系数 ur 的增大而增大。 
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