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土的三维渐近状态准则 
罗  汀，田新国，姚仰平，崔文杰 

（北京航空航天大学交通科学与工程学院，北京 100191） 

摘  要：天然地基中土是在某种约束下而受力变形的，试验结果表明，土在等应变增量比的路径约束下，无论应力路
径的起点如何最终都会逼近于应力比为一常数的稳定状态，称为渐近状态。简要分析了渐近状态下土的剪胀规律，应

变增量比作为反映剪胀性的一个参数，可以用来描述渐近状态应力比，结合广义非线性强度准则，把土渐近状态应力

比的计算推广到三维，提出了土的三维渐近状态准则，并详细分析了该准则中各参数对渐近状态应力比的影响程度，

最后通过试验验证了准则的有效性。 
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Three-dimensional asymptotic state criterion for soils 
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Abstract: The deformation is suffered by shearing when the natural soils are in some strain constraints. The experimental 

results show that a constant strain increment ratio path in soils will lead to a constant stress ratio for any initial stress state. 

These states are called the asymptotic ones. The shearing deformation mechanism of the soils in the asymptotic state is analyzed. 

The stress ratio in the asymptotic state is affected by a volumetric strain increment ratio which controls the dilatancy of the soils. 

The equation, used to calculate the stress ratio in the asymptotic state, is developed to three-dimensional stress state based on 

the generalized nonlinear strength criterion. This equation is called the three-dimensional asymptotic state criterion. The 

comparison between the test results and criterion calculation is analyzed. 
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0  引    言 
强度通常指材料破坏时的应力状态，在简单应力

条件下，可采用试验方法确定材料强度，例如，莫尔

–库仑强度理论中土的内摩擦角可由三轴压缩试验确

定。而复杂应力条件下，试验仪器的制造和使用都不

容易，且复杂应力状态有无数组合，单靠试验解决问

题很困难。可行的途径是基于简单应力条件下的试验

结果，结合理论假设来建立复杂应力状态下的破坏条

件，即破坏时的应力状态表达式。 
Gudehus等[1]最早提出了渐近状态的概念，即土在

不同的变形约束条件下对应着不同的应力应变规律，

当沿着某应变路径加载时，不管试样初始应力状态如

何，最终都趋于应力比为一常数的状态，称为渐近状

态。Chu和Lo等[2-3]也对应变增量比为常数的路径进行

了一系列的试验和研究，他们的研究结果表明，极限

应力比随应变增量比的变化而变化，不同的应变增量

比对应不同的极限应力比，即极限应力比的大小取决于

加载过程中应变增量比的大小。张建民等[4]也对应变路

径试验结果及其物理机制进行了深入地分析和研究。 
渐近状态线是极限应力比与应变增量比的关系曲

线，渐近状态线上对应的极限应力比有的达到破坏状

态，例如排水条件下三轴压缩试验；有的没有破坏，

例如等向固结试验，此时不论应力加到多大，土都不

会破坏，但终值应力比为常数。因此，渐近状态线描

述的应力状态比破坏范围更广，破坏只是渐近状态中

的一种特殊形式。 
本文在渐近状态概念的基础上，建立了土的三维

渐近状态准则，其中也包括复杂应力状态下破坏时土

的应力状态，该表达式中简单应力条件下的试验是不
─────── 
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排水三轴压缩试验、不排水三轴伸长试验。 
 

1  土的渐近状态及其描述 
一般来讲地基中的土是在某种约束下受力变形

的，如 K0固结、不排水剪切试验等。这种变形约束通

常可用体积应变增量与轴向应变增量之比为某一常数

来描述，即应变路径 V 1d / dn ε ε= 为常数。不同的n值
代表了不同的体变约束条件，也即不同的排水条件，

0n = 对应完全不排水情况， 0>n 对应部分排水情

况， 0<n 对应部分吸水情况，通过研究这种应变路径

加载下土的极限应力比规律具有现实的工程意义。 
图 1给出了 3组Sydney砂在不同应变增量比加载

下的试验结果[3]，应变增量比 n分别为-0.11，-0.43，
-0.67，横坐标为轴向应变，纵坐标为应力比，从试验
结果可以看出，最终应力比都趋于常数，对于不同的

应变增量比，其对应的极限应力比（渐近状态应力比）

也不同，应变增量比的负值越大，渐近状态应力比越

大，渐近状态应力比与应变约束路径 V 1d / dn ε ε= 有直

接关系。 

 

图 1 3组 Sydney砂在不同应变增量比加载下的试验结果 

Fig. 1 Stress-strain relations of Sydney sand under different strain  

increment ratios 

Chu和 Lo给出了下面的公式来描述这种关系[2]： 
V 0

1 0

d 3( )
d

Mn
M

ε η
ε

−
= =   。         (1) 

式（1）中 0M 是不排水剪的极限应力比，把每一个路

径下的试验结果绘制在横坐标为负的应变增量比，纵

坐标为应力比的图上[5]，如图 2所示，图中点△表示试
验点，点○表示特征点，直线为式（1）描述的渐近状
态线。式（1）也可以改写为 

0/ / 3)q p M nη = = [1-( ]  。       (2) 

式（2）中的应力比η是渐近状态应力比，表示了 0M
为一定值时，土所对应的渐近状态面，由图可知，对

于 3=n 的等向固结情况， 0=q ；对于 0=n 的不排水

情况，应力比 0/ Mpq = ，由图 3 可以直观地看出渐
近状态面上 p q n， ， 三者的关系。 

 
图 2 应变增量比与渐近状态应力比关系 

Fig. 2 Relation between asymptotic stress ratio and strain  

..increment ratio 

 

图 3 p q n− − 曲面 

Fig. 3 p q n− − surfaces 

设体积应变增量和剪应变增量比为 V dd /d mε ε = ，

可以把上述表示的加载路径 V 1d /dn ε ε= 转化为 m =  

V dd / dε ε ，这种应变增量比的表示形式更具有一般性，
由常规三轴压缩条件可得： 

d 1 3

V 1 3

d 2 / 3(d d ) 
d d 2d  
ε ε ε
ε ε ε

= − 
= + 

，

。
        (3) 

由式（3）得： 
1 d Vd d d / 3ε ε ε= +   ，         (4) 

把式（4）代入到式（1）得： 
     V dd / d 3 /(3 )m n nε ε= = −   。     (5) 

式（5）表示了两种应变增量比之间的关系，m和 n具
有一一对应的关系。对于 Vd 0ε = 的不排水情况，

0== nm ；对于 1=n 的 K0固结情况， 1.5m = ；在等

向固结 3=n 时， ∞→m 。 
根据式（1），（5）得 

V d 0d / d 3( ) /m Mε ε η η= = −        (6) 

式（6）是用 V dd / dε ε 表示的渐近状态线，由式（6）
可以得出 

03 /(3 )M mη = +   。         (7) 

式（7）表示了渐近状态应力比η 与应变增量比m的
关系。在式（7）中的M0与密度相关，m为反映剪胀
程度的条件，也即变形约束条件。式（6）与式（1）
的比较见图 4，图中直观地表示了应变增量比m同 n
的对应关系。 
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图 4 公式(6)与公式(1)的比较 

Fig. 4 Comparison between Eq. (6) and Eq. (1) 

2  变形机理及渐近状态面 
2.1  应变增量比与渐近状态应力比的对应关系 

渐近状态是一个包含临界状态和破坏状态等的更

广泛的概念，不同的渐近状态应力比是由不同的应变

约束条件产生的。如 ∞→m 时为等向压缩状态，若不

考虑各向异性的影响，等向压缩状态没有剪应力产生，

渐近状态应力比为零； 0>m 时，土的剪切体缩占主

导地位，渐近状态应力比较小； 0m < 时土剪切体胀

占主导地位，对应的渐近状态应力比值比较大；当应

变增量比达到土的剪切破坏对应的值时，强度得到完

全发挥，渐近状态应力比为最大。所以，不同应变增

量比对土的变形和强度发挥有不同的约束控制效应。 
2.2  主应力空间中的渐近状态面 

若设渐近状态应力比与应力洛德角无关，则应力

比为某一常数的渐近状态线在主应力空间中对应的是 
一圆锥曲面，即渐近状态面。不同的应变增量比m对
应不同开口大小的渐近状态面如图 5所示， ∞→m 的

等向压缩，在主应力空间中为三轴压缩子午线。 由图
5 可见，应变增量比m的负值越大，即土的剪胀性越
明显，圆锥的开口也越大，渐近状态应力比越大。 

 

图 5 主应力空间中的渐近状态面 

Fig. 5 Asymptotic state surfaces in principal stress space 

 

3  土的三维渐近状态准则 
3.1  广义非线性强度准则 

姚仰平等[6]根据 SMP准则和广义Mises准则提出
了广义非线性强度准则，广义剪应力 qα的表达式为 

M S(1 )q q qα αα = + −   ，        (8) 

式中  α为反映 π平面上的拉压强度比的强度参数，
是一个土性参数； Mq 为广义米赛斯准则对应的广义剪
应力， Sq 为 SMP准则对应的广义剪应力，表达式为 

( ) ( )

2
M 1 2

S 1 1 2 3 1 2 3

3  

2 / 3 / 9 1

q I I

q I I I I I I I

= − 


 = − − −   

，

。
 (9) 

式中 1I ， 2I ， 3I 分别为第一、第二和第三应力不变量。 
3.2  土的三维渐近状态准则 

各种土的强度准则只是涉及土的最终剪切破坏状

态，而土的渐近状态涵盖了从单纯的等向压缩作用到

极限剪切破坏之间所有状态。由式（7）可知，不考虑
应力洛德角影响的渐近状态应力比为 

0/ 3 /(3 )q p M mη = = +   。   (10) 

式（10）中的 q与应力洛德角无关，在主应力空间中
绘出的渐近状态应力比包括破坏面如图 5所示，由图
5 定义的圆锥破坏包络面中三轴压缩与伸长强度相
等。实际土的三轴压缩强度与三轴伸长强度明显不同，

土的破坏面与洛德角相关，用广义非线性强度准则中

定义的 π平面上的剪应力 qα来代替式（10）中的q，
可以得出 

0/ 3 /(3 )q p M mα = +   。       (11) 

把式（8）代入式（11），用应力不变量 1I ， 2I ， 3I 表
示为 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 2 3 1 2 33 2 1 / 3 / 9 1α I I α I I I I I I I − + − =− − − 

 0[3 /(3 )]p M m+   。             (12) 

式（12）即为土的三维渐近状态准则。根据应力不变
量之间的关系： 

2
2 1 2

3
3 1 1 2 3

3
3/ 2
2

( 3 ) / 3 

(2 9 27 ) / 27 

3 3cos3  
2

J I I
J I I I I

J
J

θ

= −


= − + 

= 


，

，

，

     (13) 

可以推导出用 p q θ， ， 表示土的三维渐近状态准则为 

( )
2 3

0
108 9 cos36 1 / 3 / 3

3 cos3
α α M mη θηη η η

θη

 − −+ − = +−  − 
( )。

 (14) 
式（14）中的θ 称为应力洛德角，三轴压缩情况 0θ = ，

三轴伸长情况 π / 3θ = ，0 π / 3θ≤ ≤ 。式（12）或（14）
即为土的三维渐近状态准则，该准则中土的基本参数

有 2个：不排水剪极限应力比 0M 和土性参数α，m为
应变约束条件。由式（14）可知，该准则可以反映包
括三轴压缩、三轴伸长在内的不同应力洛德角时的渐

近状态应力比。 

（1）应变约束条件m对渐近状态应力比的影响 
土的三维渐近状态准则可以反映不同应变增量比

m约束条件下的渐近状态应力比，对于不排水剪切条
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件 0m = ，对于剪缩情况 0m > ，对于剪胀情况 0m < ，

当土性参数 0α = 时，在主应力空间根据式（14）绘
制的土的渐近状态面见图 6，m的取值负值越大，土
的渐近状态应力比越大。 

 
图 6 土的三维渐近状态面 

Fig. 6 Three-dimensional asymptotic state surfaces of soils  

（2）土性参数α 对渐近状态应力比的影响 
π 平面上不同的 α 值对应的渐近状态线介于

Mises准则与 SMP准则之间，如图 7所示。 

 
图 7 不同α值对应的渐近曲线 

 Fig. 7 Asymptotic state curves with differentα  

根据式（14），推导出土性参数α 可以用不排水
条件下三轴压缩内摩擦角 cφ 和三轴伸长内摩擦角 eφ

表示为 
( ) ( )

( )
e e c

2
e c

3 3 sin sin sin
2sin 3 sin

φ φ φ
α

φ φ

+ −
=

−
  。   (15) 

土的三维渐近状态准则不仅考虑土性参数α 的
不同，而且考虑了应变路径m的影响，其渐近状态线
介于 Mises曲线与 SMP曲线之间。当参数 0M 为某一

定值，参数m与α 变化时，在同一π 平面上绘制的曲
线如图 8所示，图中分别绘制了 0m < 、 0m = 和 0m >
的三种情况，而在相同m值的情况下，土性参数α不
同，渐近状态应力比η也不同，图 8中，在m值相同
时分别绘制了 0=α ， 0.5，1时的情况。 
（3）应力洛德角θ 对渐近状态应力比的影响 
土的三维渐近状态准则也表示出了应力洛德角与

渐近状态应力比的关系，分别取 0=θ ，π / 6和 π / 3三
种情况，把三轴压缩条件 0=θ ，代入式（14）得 

( )
2 3

0
108 96 1 3 / 3

3
α α M mη ηη η η

η

 − −+ − = +−  − 
/ ( )。

(16) 
整理可得 

   03 /(3+m)Mη =   。          (17) 

把 π / 6θ = 的条件代入式（14），得： 
( ) ( )2

06 1 / 3 /(3 )36 3α α M mη η η η+ − = +− − 。 (18) 

把 π / 3θ = 的三轴伸长条件代入式（14），得 

( )
2 3

0
108 96 1 / 3 /(3 )

3
α α M mη ηη η η

η

 − ++ − = +−  + 
， 

整理可得 

( ) 01 3 /(3 ) 3 /(3 )α α M mη η η+ − − = +  。 (19) 

 
图 8 在 π平面上不同 m和α 对应的渐近状态线 

Fig. 8 Asymptotic state curves with different m and α  in π   

..plane 

式（17）、（18）和（19）分别表示了 3种特殊洛
德角情况时渐近状态应力比η与应变约束m的关系。 

取土的三维渐近状态准则中的参数 0M 为某一定

值，土性参数α 、应力洛德角θ和应变约束m都变化
时，根据式（14），则其对应的渐近状态应力比关系曲
线如图 9所示。图 9中参数的取值为 0 1.3M = ，m取
值分别为-0.6，0，1.2，α 的取值分别为 0，0.25，0.5，
0.75，1。从图 9中可以看出，随着负的m值和θ角的
增大，土性参数α 的取值对渐近状态应力比的影响敏
感度增大。 

 
图 9 不同m，α 和θ 对应的渐近状态应力比 

Fig. 9 Asymptotic state stress ratios with different m , α andθ  

4  三维渐近状态准则的试验验证 
图 10给出了饱和丰浦标准砂的真三轴排水试验、

不排水试验的试验结果与准则预测比较。试验数据引
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自文献[7～8]，试样平均粒径 0.2 mm，比重 2.65，最
大最小孔隙比分别为 0.95和 0.58。图中圆点●表示不
排水试验的试验数据点，试验中应力路径为 mσ =常
数，在三轴压缩和三轴伸长条件下分别加荷至破坏。

方形点■表示真三轴排水试验的试验数据点。图中虚
线和实线都是根据式（14）的预测线，其中虚线是

0α = 的预测线，实线的土性参数为 26.0=α 。 
基本参数取值：①不排水三轴压缩的极限应力比

0M ：根据不排水三轴压缩结果，极限应力比 1 3/σ σ =  
3.82，求得 0 1.45M = ；②土性参数α ：根据不排水
三轴伸长的试验结果，极限应力比 1 3/ 4.4σ σ = ，求得

e 1.04M = ，可；求得 esin 0.63φ = ；根据不排水三轴

压缩试验结果 0 1.45M = ，可求得 csin 0.585φ = 。再由

式（15）求得 26.0=α 。由图 10亦可知，不排水的三
轴伸长试验点位于 SMP准则（ 0=α ）之上，所以求

得的 e cφ φ> ；③应变增量比m：由三轴压缩排水试验
的结果可知破坏时的应变增量比为 oct octd / dε γ− =  
0.097 ，由应变增量比之间的关系 dd / dvε ε =  

oct oct3 2d / dε γ ，求得 0.41m = − 。 
根据土性参数 0M 和α ，由式（14）分别绘出不

排水试验和排水试验（ 41.0−=m ）的渐近状态预测曲

线，由预测和试验结果对比可知，由三轴不排水试验

确定的 0M 和α 可以较好地描述排水试验破坏时，即
41.0−=m 时真三轴试验的极限应力比。 

本文在推导土的三维渐近状态准则时没有考虑黏

结特性的影响，所以对于有内聚力的黏性土可参照文

献[9]的方法进行修正。 

 
图 10 试验结果与三维渐近状态准则的比较 

Fig. 10 Comparison between three-dimensional asymptotic state  

criterion and test results for sand 

5  结    论 
本文是在渐近状态概念的基础上，基于广义非线

性强度准则，建立了三维条件下土的渐近状态准则。 
（1）把应变增量比表示为体应变增量广义剪应变

增量之比的形式，可解释三维条件下应变增量比对渐

近状态发挥的控制约束效应。 
（2）结合广义非线性强度准则，提出的三维渐近

状态准则中只包含两个土性参数（ 0M α， ）和一个变

形约束条件（m）。两个土性参数可根据不排水三轴
压缩和三轴拉伸试验结果求出。 
（3）由预测和试验结果对比可知，本文建立的渐

近状态准则简单易用，并且较好地反映了试验结果。 
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