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基于中厚圆柱壳理论的地铁隧道结构振动特性分析 
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摘  要：以土介质中的地铁隧道为研究背景，首先利用考虑横向剪切变形的中厚圆柱壳理论建立了隧道结构的振动方

程，然后利用均匀、各向同性、线弹性介质的 Navier’s 波动理论建立了隧道周围土体的运动方程，在此基础上，利用

波传播方法，通过接触面连续条件建立了考虑土层–隧道结构动力相互作用的隧道结构振动控制方程，继而利用其频

散特征方程，对隧道结构的振动特性进行了分析，并与基于薄壳理论、有限元理论的相应结果进行了对比，验证了方

程的有效性，进而就隧道半径、壁厚、长度以及隧道埋深对隧道结构振动特性的影响进行了分析。 
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Vibration characteristics of metro tunnel structures based on theory of                
moderately thick cylindrisscal shells  

WANG Xin, LIU Zeng-rong 
(School of Civil Engineering, Xi'an University of Architecture and Technology, Xi'an 710055, China) 

Abstract: Taking metro tunnels in soil as research background, at first, according to the theory of moderately thick cylindrical 

shells considering transverse shear deformation, a vibration equation for tunnel structures is established. Secondly, a motion 

equation for the soil around the tunnel is set up by use of the Navier’s wave theory of homogeneous, isotropic, linear elastic 

media. Based on these, taking advantages of the wave propagation approach, a vibration control equation for tunnel structures 

considering soil-structure dynamic interaction is established through the continuous conditions of interface, and then, by 

making use of its dispersion characteristic equation, the vibration characteristics of the tunnel structures are analyzed, which 

validates the effectiveness of the equation gained above by comparing with the corresponding results obtained by using the thin 

shell theory and the finite element method. Furthermore, the influences of radius, wall-thickness, length and buried-depth of the 

tunnel on the vibration characteristics of the structure are also analyzed. 
Key words: tunnel structure; soil-structure interaction; wave propagation approach; vibration characteristic 

0  引    言 
随着现代工业的发展和城市规模的扩大，地铁成

为解决城市交通问题的重要手段，对于地铁隧道结构

的振动特性研究也就成为了一项重要的课题。地下结

构工程动力分析的一个重要内容就是确定结构的自振

特性，而且地下结构动力计算的设计荷载也需要依据

结构自振频率。目前，圆柱壳结构已广泛应用于城市

基础设施、石油运输、航空工业等领域，对其进行的

研究也主要是集中在基于薄壳理论（厚径比小于 1/20）
特别是管道力学特性的分析[1-5]，文献[4]在对地铁引起

的地层振动分析中也采用薄壳理论建立隧道结构振动

控制方程，忽略了隧道结构的横向剪切变形，认为隧

道（壳）表面的位移与中面相等，考虑到地铁隧道结

构厚径比一般大于 1/12，其方法显然是不合适的。本

文将隧道结构视为中厚圆柱壳，利用考虑横向剪切变

形的中厚壳理论建立其振动方程，而将隧道周围土层

简化为均匀、各向同性、线弹性介质，利用 Navier’s
波动理论建立其运动方程。在此基础上，利用波传播

方法，通过接触面连续条件，建立考虑隧道结构与周

围地层耦合作用的隧道结构振动控制方程，从而对土

介质中的地铁隧道结构的振动特性进行了分析研究。 

1  隧道结构振动方程 
本文采用考虑横向剪切变形的中厚圆柱壳理论建

立隧道结构的振动方程，所采用的坐标系统以及几何
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模型如图 1 所示，得到的关于隧道中面 5 个位移分量

的基本微分方程如式（1a）、（1b）、（1c）、（1d）、（1e）
所示[6-7]。 

 
图 1 隧道和土的几何模型 

Fig. 1 Geometric model for tunnel and soil 
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式中  x r， ， 为壳体的轴向、切向和径向坐标；

E G  ， ， ， 分别为隧道结构材料的杨氏模量、剪切

模量、密度、泊松比； h为隧道结构的厚度； R 为隧

道中面的半径， 2/(1 )K Eh   ； 3 2/12(1 )D Eh   ；

0J h ； 3
2 /12J h ； u w， ， 分别表示隧道结构中

面上一点轴向、切向和径向的位移； ， 分别表示隧

道中面一点在 x r r ， 平面内的转角； x rq q q， ， ， 

xm ，m 分别表示隧道结构中面在轴向、切向和径向、

以及在 x r r ， 平面内受到的外力； ( )a 表示该项

为附加项；k 为剪切因子，对于圆柱壳来说，k =6/5。 
对基于中厚圆柱壳理论的隧道结构中面的位移函

数，采用波传播方法[1-2]，式（1）中的位移可表示为

满足边界条件与轴向传播波波数 k 和周向模态数 n 有

关的波传播形式的解： 
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式中   U V W  ， ， ， ， 分别为隧道结构在 x， 
r， 方向以及在 x r r ， 平面内的位移幅值；

为圆频率。将式（2）代入式（1），并忽略附加项的影

响，可以得到隧道结构的振动方程，以矩阵形式表示

为 
       0g l U K q      。       (3) 

式中   l 为 5×5 的系数矩阵， K  ， g 为 5×5 的

对角线系数矩阵，   TU U V W   ， ， ， ， ， q   

 T
x r xq q q m m ， ， ， ， ，  l ， K  ，  g 中各元素分

别如式（4）、（5）所示： 
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2  土体运动方程 
假定隧道结构周围土体为均匀、各向同性的线弹

性介质，则土介质中任意一点的位移都可以满足纳维

(Navier’s)波动方程，隧道周围土体的运动方程可以表

达为[8-9] 

 
2

2
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t
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式中    T, ,r xu u u u 为土体的位移矢量，    

s s s s s2 /(1 2 ) / 2(1 )G E     ， 为土体的拉梅弹性常

数； s s s sE G  ， ， ， 分别为土体的杨氏变形模量、剪

切模量、泊松比以及密度； f 为土体的体力矢量，动

力计算中通常予以省略；为 Hamilton 微分算子。 
纳维方程的微分算子结构比较复杂，往往是难以

积分求解的，但可以将u 通过某种变换来简化方程，

这种变换通常要引入势函数，其中一种就是引入拉梅

势。根据斯托克斯–亥姆霍兹矢量分解定理，位移场

可以分解为无旋场与无散场两个部分。如果位移矢量

u 是纳维方程的二次可微解，那么就存在一个标量势

函数 和一个矢量势函数 ，使得位移矢量场可以

表示为 
u     ，            (7) 
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式中  1 2c c， 分别为土介质中纵波和剪切波波速。 
利用式（7）拉梅势函数分解得到的土介质的位移

分量可以表示为 
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式 中   x r   ， ， ， 为 满 足 柱 坐 标 系 下 的

Helmholtz 波动方程的标量势函数和矢量势函数在

x r， ， 三个方向上的投影。 
满足式（8）表示的波动方程的波传播解可以表示

为 
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式中  ( ), ( ), ( ), ( )r xf r g r g r g r 为势函数。 
将式（10）代入式（8）得 
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(11) 
利用规范变换不变性，可以设 rg g  ，代入式

（11）中的第二、三式可得 
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可见，式（11）满足贝塞尔函数方程，其中第一、

四式为 n 阶，第二、三式为 n+1 阶。又根据远场辐射

边界条件，可得 
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式中  nW ， 1nW  分别为 n，n+1 阶第三类贝塞尔函数

即汉克尔函数； 2 2 2
1 1/ c k   ， 2 2 2

2 2/ c k   ，

分别为土介质中纵波波数的径向分量和剪切波波数的

径向分量；A，B，C 为待定常系数。 
将式（10）、（13）代入式（9），可以得到轴向位

移 xu 、切向位移u 、径向位移 ru 的表达式为： 
'

1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( )r n n n
nu AW r kBW r CW r
r

    
      

 

cos( )exp ( )n i t kx     ，             (14a) 
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1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( )n n n
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r     

       
 

sin( )exp ( )n i t kx     ，              (14b) 
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1 2 1 2 1 2

1i ( ) i ( ) i ( )x n n n
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r
    

       
 

cos( )expi( )n t kx     。                (14c) 
又由胡克定律应力与应变的关系可得土介质中的
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应力表达式为： 
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'
1 1 12

'
1 2 2 1 2

2
' 2 ''

2 1 2 1 2 2 1 22

2

1

1

r n n

n n

n n n

n nA W r W r
r r

nB kW r k W r
r

nC W r W r W r
r r

    

  

    

 

  

       
    

    
 

 

   sin exp in t kx     ，          (15b) 
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   cos expin t kx   。(15c) 

3  基于土-结构相互作用的隧道结构振

动控制方程 
在隧道结构与周围土体的接触面上，隧道结构（圆

柱壳）的表面位移与土介质的位移相等，利用圆柱壳

中面位移与表面位移的关系，建立隧道结构中面与土

介质的位移连续条件： 
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将式（14）代入式（16），得到矩阵形式表示的位

移连续条件： 
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又由接触面上的力的连续条件，得到土介质作用

在隧道结构外表面上的力为： 
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将式（15）代入式（18），得到矩阵形式表示的力

的连续条件： 
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式中   g  g 的前三阶元素组成， 11 12i k    ，
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将式（17）代入式（19）得 

       P g U    ，         (20) 

式中   
T
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将式（20）中的矩阵{P}延拓为 5×1 阶矩阵，矩

阵[ ]，[  ]延拓为 5×5 阶矩阵，并将矩阵 U  进行

矩阵变换，得到力的连续条件 
      P g h U               。        (21) 

式中     T, , 0, 0x rP p p p ， 
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，其中 0 / 2h h 。 

基于接触面上的力的连续条件式（21），利用

力的平移得到土介质对隧道结构中面上的作用力

表示为 
        q H P H g h U                     ，(22) 

式中  
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0 0 0 0

H
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并将式（22）代入式（3），整理得 

    0l K H h U                      。 (23) 

式（23）即为考虑土与结构相互作用的隧道结构振动

控制方程。 

4  隧道振动特性分析暨方程有效性验证 
对于式（23）中的非零解，系数矩阵的行列式必

为零，从而得到隧道振动特性的频散特征方程 

   0l K H h                       。  (24) 

4.1  隧道结构两端边界条件的选择 

基于前述理论对隧道结构进行模态分析，选择合

理的轴向波数 k 以满足隧道系统所要求的边界条件是

取得准确分析结果的必要条件。根据文献[1]在研究无

限流场中圆柱壳的振动特性时基于波传播方法对边界

条件的简化处理方法，本文取隧道结构边界条件为两

端固支，则 (2 1)π / 2kL m  ，再根据其相应的周向模

态数 n ，利用高阶超越方程（24）即土介质中隧道结

构的频散特征方程，在整个复平面上求解，可以得到

土介质中隧道结构的实固有频率和复固有频率，本文

在自振频率的分析中所给出的计算结果均为表示弯曲

振动的实固有频率。 
4.2  计算参数的选择 

在进行隧道结构的振动特性分析时，结合工程实

际，方程中圆柱壳的计算参数取西安地铁二号线的隧

道结构参数，弹性介质的计算参数依据西安钟楼周围

土层的物理力学指标统计进行选取。具体计算参数见

表 1，其中，E 为杨氏弹性模量， sE 为土的压缩模量，

 为密度， 为泊松比， 为土的压缩系数， 1 2c c， 分

别为弹性介质中的纵波波速和剪切波波速， L为隧道

的长度， R 为隧道的半径， h为隧道的壁厚， d 为隧

道埋深。 
表 1 模型计算参数 

Table 1 Model parameters 
隧道(圆柱壳) 土层(弹性介质) 
E=3×1010 Pa Es=8.3×106 Pa 

 =0.2  =0.3 
 =2400 kg/m3  =2000 kg/m3 

L=31.4 m  =0.21 
R=3.0 m c1=400 m/s 
h=0.3 m c2=300 m/s 
d=15 m  

4.3  数值计算及有效性验证 

基于前述边界条件和计算参数的选取，根据式

（24）在 Matlab 平台上编制相应的计算程序，分别得

到了不考虑周围土层和考虑周围土层作用时隧道结构

的自振频率，并与基于薄壳理论和有限元理论的相应

计算结果进行了比较。计算结果分别列于表 2 和表 3。 
表 2 不考虑周围土层时隧道结构的固有频率 

Table 2 Natural frequencies of tunnel structures without  

.consideration of surrounding soil              Hz 
模态阶数(m , n) 计算 

方法 (1 , 2) (2 , 2) (1 ,3) (2 , 3) (3 , 3) (3 , 2) (4 , 3) 
本文 13.19 23.54 28.74 31.44 36.93 38.38 45.18 

文献[4] 17.51 26.66 43.04 45.73 50.94 40.96 58.87 
FEM 12.66 21.64 28.43 30.70 35.51 34.80 42.91 

表 3 考虑周围土层时隧道结构的固有频率 

Table 3 Natural frequencies of tunnel structures with consideration  

      of surrounding soil                             Hz 
模态阶数(m , n) 计算 

方法 (1 , 2) (2 , 2) (1 ,3) (2 , 3) (3 , 3) (3 , 2) (4 , 3) 
本文 15.12 24.73 29.59 32.18 37.53 39.16 45.64 

文献[4] 19.14 27.68 43.70 46.35 51.49 41.65 59.34 
FEM 16.46 24.13 31.07 32.93 37.41 36.52 45.04 

5  土介质中隧道结构振动特性影响因素

的分析 
影响因素分析中，将隧道结构边界简化为一端简

支一端滑动支撑，则 (2 1)π / 2kL m  。 
5.1  隧道半径的影响 

表 4 中给出了考虑周围土层作用的不同半径隧道

结构的自振频率，计算中所选取的参数除半径外，其

他均参照表 1。 
现在首先就 3 种计算方法进行简要说明：①本文

所推导的计算方法中，隧道结构的控制方程是基于中

厚壳理论建立的，周围土层的控制方程则是基于弹性

介质中的波动理论建立，并将土层与结构接触面上的
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连续条件通过矩阵运算转移到隧道的中面上进行方程

的求解；②文献[4]所采用的计算方法中，隧道结构方

程的建立则是基于薄壳理论，计算中将土与结构接触

面上的连续条件等效为壳中面上的连续条件；③利用

有限元理论的计算方法中，隧道结构采用 8 节点二次

减缩积分厚壳单元(S8R)，土体采用 8 节点六面体二次

减缩积分单元(C3D8R)，频率提取分析采用 Lanczos
方法。 

表 4 不同半径下隧道结构的固有频率 

Table 4 Natural frequencies of tunnel structures with different  

.radii                                      Hz 
隧道半径/m 模态阶数 

(m, n) 2.5 3.0 3.5 4 
(1,2) 18.54 13.24 9.94 7.96 
(2,2) 19.94 15.83 13.88 13.30 
(3,2) 26.55 25.20 26.69 25.59 
(1,3) 41.52 29.19 22.09 16.79 
(2,3) 42.18 29.97 23.04 18.04 
(3,3) 44.03 32.52 26.49 22.70 

通过对表 2，3 中基于 3 种不同理论方法的计算结

果的分析，可以得到以下结论：①根据本文的理论推

导计算所得的隧道结构各阶自振频率与基于有限元理

论的精确数值解结果较为接近，相对误差在 10%以内

（随着有限元单元划分的细化，相对误差仍可减小），

且相较基于薄壳理论的计算结果更接近精确解，这表

明了本文方法的正确性和可靠性。②基于中厚壳理论

建立的隧道结构振动控制方程，由于计入了横向剪切

变形及转动惯量效应，降低了结构的广义刚度，增加

了广义质量，因而计算所得的隧道结构的固有频率比

相应基于薄壳理论的计算结果要低。而且，模态阶数

越高，二者的相差越大，采用薄壳理论计算带来的误

差也就越大。③考虑周围土层作用时计算所得的隧道

结构自振频率大于不考虑其作用时的情况，这说明周

围土层的存在相当于增加了隧道结构的广义刚度。文

献[10]中认为岩土介质对地下结构自振特性的影响主

要包括附加质量和附加刚度的影响，对于本文来说，

隧道周围土层的控制方程采用的是弹性介质中的波动

理论，而实际工程中隧道的埋深也相对较大，因此可

以认为土介质对隧道结构振动特性的影响主要表现为

附加刚度的影响，或者说周围土体产生的附加刚度的

影响大于其附加质量的影响（隧道结构控制方程基于

不同理论时的计算结果均具有此特性也证明了所推导

方程的合理性）。另外，可以看出模态阶数较小时考虑

与不考虑周围土层作用的隧道结构自振频率相差较

大，而随着模态阶数的增大，二者之间的差值变小，

因而，当低阶模态在分析中占主导地位时，如果忽略

土与结构的相互作用将产生较大的误差。 
由表 4 可以看到：各阶模态下，考虑周围土层作

用时隧道结构的固有频率随着半径的增加而降低。可

见，在周围分布土层附加质量和附加刚度都不变的情

况下，隧道半径对隧道结构自振频率的影响主要表现

为降低了结构的广义刚度，而增加了其广义质量，这

种影响在模态阶数较高时更为明显。同时，当隧道半

径较大时，半径的变化对频率的影响程度渐小，特别

是在低阶模态的情况。 
5.2  隧道壁厚的影响 

表 5 中列出了不同壁厚情况下隧道结构的固有频

率，计算中除隧道壁厚外，其他计算参数均参照表 1
选取。 

表 5 不同壁厚下隧道结构的固有频率 

Table 5 Natural frequencies of tunnel structures with different  

.wall-thicknesses                             Hz 
隧道壁厚/m 模态阶数 

(m, n) 0.2 0.3 0.4 0.5 
(1,2) 13.24 12.30 11.94 11.73 
(2,2) 15.83 15.10 14.76 14.58 
(3,2) 25.20 24.72 24.50 24.37 
(1,3) 29.19 28.78 28.56 28.43 
(2,3) 29.97 29.58 29.37 29.24 
(3,3) 32.52 32.17 31.98 31.86 

由表 5 可以看到：对于各阶模态来说，土介质中

隧道结构的固有频率随着壁厚的增加而降低。这与文

献[2]中认为弹性介质中圆柱壳的固有频率随着其壁

厚的增加而呈上升趋势的的结论相反。这是因为本文

的计算模型是基于中厚圆柱壳理论建立的，计入了横

向剪切变形及转动惯量效应，随着圆柱壳壁厚的增加，

前述的两种影响也随之增大，从而降低了隧道结构的

广义刚度，增加了其广义质量，使隧道结构的固有频

率降低，且这种影响在低阶模态时较为明显。 
5.3  隧道长度的影响 

表 6 中列出了不同隧道长度情况下隧道结构的固

有频率，计算中除隧道长度外，其他计算参数均参照

表 1 选取。 
表 6 不同长度隧道结构的固有频率 

Table 6 Natural frequencies of tunnel structures with different  

.lengths                                     Hz 
隧道长度/m 模态阶数 

(m, n) 5π 10π 20π 40π 
(1,2) 13.83 13.24 13.38 13.79 
(2,2) 31.95 15.83 13.40 13.25 
(3,2) 63.94 25.20 14.61 13.29 
(1,3) 29.43 29.17 29.14 29.12 
(2,3) 34.79 29.97 29.28 29.16 
(3,3) 50.68 32.52 29.66 29.23 

由表 6 可以看到：考虑周围土层作用时隧道结构

的固有频率随着隧道长度的增加而降低，可以认为这

是由于隧道长度的增加降低了隧道结构的广义刚度造

成的；另外，当隧道长度有 5增加到 10 时隧道结
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构固有频率在较高阶模态时有显著下降，随着隧道长

度增加到某一定值时，结构自振频率的下降趋势明显

减缓，甚至有趋于恒定的现象。 
5.4  隧道埋深的影响 

表 7 中列出了不同隧道埋深情况下隧道结构的固

有频率（这里用土层模量的变化来衡量隧道埋深因素

的影响），计算中所选取的参数除土层模量外，其他均

参照表 1。 
表 7 不同埋深隧道结构的固有频率 

Table 7 Natural frequencies of tunnel structures with different  

.buried-depths                               Hz 
隧道埋深(利用土的变形模量来衡量，MPa)  模态阶数 

(m, n) 10 15 20 30 
(1,2) 12.22 13.24 14.21 16.02 
(2,2) 15.00 15.83 16.62 18.10 
(3,2) 24.66 25.20 25.73 26.76 
(1,3) 28.75 29.19 29.62 30.46 
(2,3) 29.55 29.97 30.38 31.19 
(3,3) 32.15 32.52 32.89 33.62 
由表 7 中计算结果可以得到的结论：考虑周围地

层作用时，隧道结构的固有频率随着隧道埋深的增加

而增大，可以认为周围土层对于隧道结构的影响主要

表现为附加刚度的影响。通常文献认为岩土介质对地

下结构振动特性的影响主要是附加质量和附加刚度的

影响，特别对于浅埋结构，主要表现为附加质量的影

响。而对于本文来说，考虑到土层的控制方程基于波

动理论建立，所考察的地铁隧道一般埋置较深，可以

认为周围岩土介质作用主要表现为附加刚度的影响，

或者说附加刚度的影响大于附加质量的影响。另外，

隧道埋深即周围土层刚度的变化对于隧道结构低阶模

态的影响大于高阶模态的情况。 

6  结    论 
本文利用中厚壳理论和波在土介质中的传播理

论，通过波传播方法，建立了考虑土与结构相互作用

的隧道结构振动控制方程，并对其振动特性进行了分

析，得到以下几点结论。 
（1）本文理论数值计算所得的隧道结构各阶自振

频率与基于有限元理论的精确解析解结果较为接近，

相对误差在 10%以内。 
（2）由于计入了横向剪切变形及转动惯量效应，

降低了结构的广义刚度，增加了广义质量，因而计算

所得的隧道结构的固有频率比相应基于薄壳理论的计

算结果要低。 
（3）土介质对地铁隧道结构振动特性的影响主要

表现为附加刚度的影响。 
（4）当低阶模态在分析中占主导地位时，如果忽

略土与结构的相互作用将产生较大的误差。 

（5）隧道结构的固有频率随着半径的增加而降

低，随着壁厚的增加而降低，随着长度的增加而降

低，随着隧道埋深的增加而增大。 
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