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摘  要：利用半解析的方法研究了饱和地基表面刚性圆形基础在倾斜入射 SH波作用下的扭转振动问题。假设基础以下
为 Biot波动方程描述的饱和半空间，通过 Hankel变换把 Biot波动方程转化为常微分方程进行求解。将土体中的波场划
分为自由波场、刚体散射波场及辐射散射波场三部分。根据土体中波场的划分，结合基础与饱和半空间接触面的混合

边值条件，建立两组描述刚性圆形基础扭转振动的对偶积分方程并用 Nobel变换方法将其化为第二类 Fredholm积分方
程。通过求解 Fredholm积分方程并结合基础刚体动力平衡方程，求得了基础在 SH波作用下的扭转振动表达式。最终
通过数值算例分析了波动频率、入射角度，基础扭转惯性矩以及饱和土体参数等对基础扭转振动的影响。 
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Torsional vibration of a rigid circular foundation resting on poroelastic            
half-space subjected to obliquely incident SH waves 
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Abstract: A semi-analytical approach is used to study the torsional vibration of a rigid circular foundation resting on 

poroelastic half-space subjected to obliquely incident SH waves. The Biot’s dynamic poroelastic theory is employed to 

characterize the saturated half-space. The governing equations for the saturated half-space and foundation are solved by using 

the Hankel transform. The total wave field in the saturated half-space is classified into free-field waves, rigid-body scattering 

waves and radiation scattering waves. According to the classification of the total wave field and the mixed boundary-value 

condition between the saturated half-space and foundation, the torsional vibration of the foundation is formulated into two sets 

of dual integral equations. Then, the integral equations are reduced to Fredholm integral equations of the second kind to solve. 

Considering the dynamic equilibrium equation of the foundation, the torsional vibration expression of the foundation is 

obtained. Numerical results are presented to demonstrate the effects of wave frequency, incident angle of the waves, the 

torsional inertia moment of the foundation and permeability of the saturated half-space on the torsional vibration. 
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0  引    言 
地基与基础的动力相互作用问题一直是基础工程

和地震工程的重要研究方向，它对动力机器荷载或地

震荷载作用下基础的设计有着重要的指导意义。地基

与基础的动力相互作用包括两方面内容：第一是基础

在外力作用下的振动问题，第二是基础在入射波作用

下的响应问题。随着土动力学的发展，许多学者对基

础在外力作用下的振动问题进行了深入的研究并取得

了丰富的成果[1-5]。 
对于基础在入射波作用下的动力响应，Kobori等

[6-7]利用格林函数，通过构造对偶积分方程，研究了弹

性半空间表面刚性圆形基础在平面波和瑞利波下的水

平、摇摆及扭转振动。Luco 等[8-9]研究了基础在弹性

波下的动态响应与在外力作用下的简谐振动之间的关

系，并以此求解了刚性圆形基础在平面波和 SH 波下
的竖向、水平、摇摆及扭转振动。梁建文等[10]利用

Fourier- Bessel级数展开的方法，在频域内给出了圆弧
形沉积河谷场地在平面 P 波入射下动力响应的解析
解。以上研究仅限于单相介质，而对于饱和土而言，
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Todorovska等[11]研究了饱和半空间中埋置圆弧形基础

在入射波下的动力响应问题，Lu等[12]利用波函数展开

法，研究了入射波作用下饱和全空间中隧洞的动力响

应。周香莲等[13]运用复变函数法分析了饱和土中圆形

衬砌对弹性波的散射问题。目前为止，饱和土中入射

波作用下土与结构相互作用问题的研究大多局限于二

维模型，而对于饱和地基表面圆形基础在入射波作用

下的动力响应问题还未见报道。 
在前人研究的基础上，本文基于 Biot波动方程，

采用 Hankel变换方法，结合土体中波场的划分，按照
混合边值条件建立了 SH 波作用下饱和地基上刚性基
础扭转振动时的两组对偶积分方程并将其化为

Fredholm积分方程求解，通过数值计算得到了扭转振
动振幅的表达式，研究分析了入射波频率，入射角度，

基础扭转惯性矩以及饱和土体参数等对基础扭转振动

的影响。 

1  基本控制方程 
1.1  计算模型 

建立模型如图 1所示，半径为 r0的刚性圆形基础

位于饱和地基表面，其底部受倾斜入射的稳态 SH 波
作用。 

 

图 1 饱和半空间表面刚性圆形基础 

Fig. 1 Rigid circular foundation resting on poroelastic half-space 

1.2  饱和土体的控制方程 

饱和地基表面刚性圆形基础的扭转问题属于轴对

称问题，假设在入射波作用下所有运动都是简谐运动，

则土骨架切向位移和流体相对于土骨架切向位移分别

为 ie tu ω
θ ， ie tw ω

θ （ω为振动圆频率）且与 θ无关，且
其余位移分量皆为零。根据 Biot多孔介质理论[14-15]，

不计土颗粒的压缩性，在圆柱坐标下饱和土体扭转振

动的基本运动方程为 

( )2 2 2
f2

1 u w u
r θ θ θµ ρ ω ρω ∇ − = − + 

 
 ，  (1) 

( )2 2
1 f

ib w u w
n θ θ θ

ω
ρ ω ρ ω− = − +  ，   (2) 

式中  i 1= − ；µ为土骨架的 Lame常数；
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n为土骨架的空隙率； fρ ， sρ 分别为水和土颗粒的质
量密度；b 为反映土体黏性耦合的系数（在此及以下
省略时间因子 ie tω ）。 
土骨架的应力应变关系为 

z
u
z
θ

θτ µ
∂

=
∂

 ，             (3) 

r
u u
r r
θ θ

θτ µ
∂ = − ∂ 

 。             (4) 

1.3  饱和土体中的波场 

基础的动力响应由入射 SH 波引起，设其传播方
向在(x, z)平面内，偏振方向沿 y轴，如图 1所示。则
土骨架中 SH波在直角坐标系下可表示为 

( ) ( )s in ini sin cosin
g0, , e k x zu x y z u θ θ− −=  ，    (5) 

式中  ug0为 SH波振幅； inθ 为 SH波倾斜入射时入射
角。 

SH波在柱坐标系 ( ), ,r zθ 下表示为 
( ) sz sxi i cosin

g0, , e ek z k ru r z u θθ −=  ，      (6) 
式中  sz s incosk k θ= ； sx s insink k θ= 。 

SH 波在饱和半空间表面发生反射，反射波在柱
坐标系 ( ), ,r zθ 下表示为 

( ) s si i cosre
g0, , e ez xk z k ru r z u θθ −= 。      (7) 

inu 及 reu 为饱和半空间中的自由波场。由于饱和
半空间表面刚性基础的存在，SH波会发生散射现象，
这时可将刚性基础看作一个次生波源。根据弹性波的

散射理论[16]，此时土体中的散射波场可划分为两部

分，一部分为入射波在传播过程中遇到固定的刚性基

础时产生的散射波场 Su ，一部分为刚性基础在转动过
程中产生的辐射波场 Ru 。 

由以上分析可知，饱和土体中总波场可表示为 
( ) in re S R, ,u r z u u u uθ = + + + 。      (8) 

2  结合边界条件求解方程 
2.1  求解基础底面扭矩 

为便于分析，引入无量纲参数和变量： 

0 0a rρ µ ω= ， *
0b r b ρµ= ， *

f fρ ρ ρ= ，

*
1 1ρ ρ ρ= ， 0r r r= ， 0z z r= ， 0u u rθ θ= ， 0w w rθ θ= ，

z zθ θτ τ µ= ， r rθ θτ τ µ= ， 0u u r= ， in in
0u u r= ，

re re
0u u r= ， R R

0u u r= ， S S
0u u r= ， g0 g0 0u u r= 。 

对式（1）～（8）进行无量纲化得 

( )2 * 2 2
f 0 02
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( ) in re S R, ,u r z u u u uθ = + + +  。     (13) 

记 ( ) ( ) ( )
0

J dv
vf rf r r rε ε

∞
= ∫% 为函数 f(r)的 v 阶

Hankel变换，其逆变换为 ( ) ( ) ( )
0

J dvf r f rε ε ε ε
∞

= ∫% ，

其中 ( )Jv rε 为第一类 v阶 Bessel函数。 

对式（9）～（11）进行一阶 Hankel变换 

( )
2 1
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解上述方程，并考虑饱和土体中波的衰减，得 
1 e zu A η
θ

−=%   ，             (17) 
1 e z
z A η
θτ η −= −%  。            (18) 

式中  A 为与 ε 有关的待定系数； 2 2 2
skη ε= − ，且

Re(η)>0；
* * 3 * 2

2 1 2 0 0
s * *

1 0

i
i

a b ak
a b

ρ ρ
ρ

−
=

−
，ks为 SH波的无量纲复

波数。 
由于刚性基础的存在，造成散射波场的产生，其位

移场在各个方向上的分量并不为零，在此只分析基础的

扭转振动。饱和地基中刚性基础的扭转振动属于混合边

值问题，即在基底处给定位移，在基底外给定应力。假

设半空间与基础完全黏着接触，即接触面上无相对位

移，则饱和地基表面 z=0处的混合边值条件为 
u rθ φ=   0 1r≤ ≤  ，        (19) 

0zθτ =       1r >  。        (20) 
将式（13）代入式（19）、（20）可得 

R 0 1, 0u r r zθ φ= ≤ ≤ =  ，   (21) 
R 0 1, 0z r zθτ = > =   ，      (22) 
S in+re   0 1, 0u u r zθ θ= − ≤ ≤ =  ，  (23) 
S 0 1, 0z r zθτ = > =   。 .     (24) 

式中  in+reuθ 为饱和半空间表面自由波场下土体的扭

转位移； Ruθ ，
Suθ 分别为饱和半空间表面辐射波场、

散射波场下土体的扭转位移。 
根据文献[17]，饱和半空间表面自由波场下土体

的扭转位移可表示为 
( ) i cosin+re

g0 s, ,0 2 i cos e sxk r
xu r u k θ

θ θ θ −=  。 (25) 

由于在此只研究基础的扭转振动，其大小与θ无
关，所以可用θ 方向的位移均值替代自由波场下土体
的扭转位移 

( )
2πin+re in+re

0

1 , ,0 d
2π

u u rθ θ θ θ= ∫   ，    (26) 

即 
( )in+re

g0 sx 1 sx2 Ju u k k rθ =  。       (27) 

将式（17）、（18）、（27）分别代入式（21）～（24），
可得到如下两组描述刚性基础扭转振动混合边值问题

的对偶积分方程： 

( )

( )

R 10

R 10
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∞

∞
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(29) 

上述对偶积分方程为 Tranter型对偶积分方程，运
用 Noble提出的方法[18]，将式（28）、（29）转化为第
二类 Fredholm积分方程。令 

( ) ( )
1

R R0

4 sin d
π

A t t tε η εφ θ ε= ∫  ，   (30) 

将式（30）代入式（28），可得到如下第二类 Fredholm
积分方程： 

( ) ( ) ( )
1

R R0

2 , d
π

t t M t x x tθ θ+ =∫  。   (31) 

式中  ( ) ( ) ( )
0

, 1 sin sin dM t x t xε
ε ε ε

η

∞  
= − 

 
∫ 。 

令 

( ) ( )
1

S g0 s S0

4 sin d
π xA u k t t tε η ε θ ε= − ∫  ， (32) 

将式（32）代入式（29），可得到如下第二类
Fredholm积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )
1

S S s0

2 , d sin
π xt t M t x x k tθ θ+ =∫  。 (33) 

设作用在圆形刚性基础底面上的扭矩为 T，无量
纲化后为 3

0T T rµ= ，由基础动力平衡条件得 

( ) ( )
1 2π 12 2

0 0 0
, ,0 d d 2π ,0 d dz zT r r r r r rθ θτ θ θ τ θ= − = −∫ ∫ ∫ 。(34) 

将式（18）、（30）、（32）代入式（34），并考虑一
阶 Hankel逆变换 

( ) ( )
1 1

R g0 s S0 0
16 d 16 dxT t t t u k t t tφ θ θ= −∫ ∫  。 (35) 

定义 

( )
1

TT R0
16 dK t t tθ= ∫   ，           (36) 

( )
1

g0 sx S* 0

TT

16 du k t t t

K

θ
φ = ∫   ，       (37) 

式（35）可化为如下形式： 

( )*
TTT K φ φ= −   。             (38) 

式中  KTT 为基础的扭转刚度系数；
*φ 为输入位移，

表示无外力作用时，刚性基础在入射波作用下的扭转

位移 0T =( )。式（38）表示了刚性基础在简谐荷载与
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波动荷载作用下基底扭矩与位移的对应关系。 
2.2  基础的扭转动力平衡方程 

圆形刚性基础扭转的动力平衡方程为 

θI Q Tφ = −&&   ，            (39) 
式中   θI 为基础的质量惯性矩，无量纲化 *

θI =  
5

θ 0I rρ ；Q 为基础所受外扭矩（本文中 Q=0）；T 为
基础底面扭矩。 
将式（35）代入式（39）后得 

( )
1*

θ t t g0 sx S0
16 dI c k u k t t tφ φ φ θ+ + = ∫&& &   ，   (40) 

式中  kt=Re(KTT)；ct=-Im(KTT)。 
根据振动分析方法[19]，可得到 SH 波作用下基础

扭转振动的角位移幅值 

( )

( ) ( )

1

g0 sx S0
T 2 22

t θ 0 t 0

16 du k t t t
A

k I a c a

θ
=

− +

∫
  。       (40) 

无量纲角位移幅值 T0 T 0 g0A A r u= 。 

3  算例分析 
为验证本文结果的正确性，计算时令饱和土体参

数 * * 510bρ −= = ，将饱和地基退化到单相地基。计算

入射角 inθ = 45°时，刚性圆形基础扭转振动的输入位
移 *φ 随无量纲激振频率 0a 的变化曲线，并把所得结果
与 Luco[20]的结果进行对比。文中采用的各项参数与文

献[20]中保持一致，由图 2可以看出，二者吻合很好。 

 

 

图 2 本文计算结果和文献[19]的结果对比 

Fig. 2 Comparison between present solutions and those of Ref.  

.[19] 

本文中饱和地基的无量纲土体参数为：ρ*=0.45，
n=0.35。 
图 3 给出了 inθ = 45°，b*=0.01，1，100 及单向

介质情况下基础的输入位移 *φ 随无量纲频率 a0 的变

化曲线。可以看出， *φ 的虚部和实部绝对值随 a0先增

大后减小，且在振动频率较小时 *φ 小于单相介质的情
况，而当振动频率较大时 *φ 大于单相介质的情况。b*

为反映土体黏性耦合的系数，随着 b*增大，土体的渗

透性逐渐降低。由图 3中可以看出，随着 b*增大，饱

和半空间中的扭转振动情况与单相介质逐渐接近，当
* 100b ≥ 时，两者已非常接近，渗透系数的影响可以

忽略。 

 

 

图 3 b*变化时基础的输入位移与频率关系 

Fig. 3 *φ  varying with a0 with different values of b* 

图 4给出了 inθ = 30°， * 10b = ， *
θI =1，5，10，

15时 AT0随 a0的变化曲线。从图 4中可以看出，在其
它参数一定的条件下，不同的 *

θI 值对应的 AT0曲线随

a0的变化规律相似。对于给定的
*
θI ，AT0随 a0的增加

先增大后减小，在共振频率处达到峰值，即发生共振。

当激振频率远小于或大于共振频率时，a0对 AT0的影

响极小。随着 *
θI 增大，其对应的角位移曲线共振振幅

明显增大，共振现象更加明显，同时共振频率减小。 
图 5 给出了 * 10b = ， * 1Iθ = 不同入射角时 AT0随

a0的变化曲线。由图 5中可以看出， inθ = 0°时即 SH
波垂直入射时 AT0=0，随入射角的增大 AT0逐渐增大，

当 inθ = 90°即 SH 波水平入射时 AT0达到最大。此时

共振振幅最大，共振现象最明显。但随入射角的变化，
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基础共振频率保持不变。由图 5可以推知，基础的扭
转振动由平面内入射波引起，与平面外运动无关。 

 

图 4 *
θI 变化时基础的角位移幅值曲线 

Fig. 4 AT0 varying with a0 with different values of *
θI  

 

图 5 inθ 变化时基础的角位移幅值曲线 

Fig. 5 AT0 varying with a0 with different values of inθ  

图 6，7分析了 n=0.35， inθ = 30°， * 1b = 时，基

础的共振频率、共振振幅与质量惯性矩之间的关系。

随着基础的质量惯性矩不断增大，发生共振时的频率

逐渐减小，尤其当质量惯性矩较小时共振频率迅速减

小，而后减小趋势趋于平缓，这与前面的分析结果保

持一致。同时共振振幅逐渐增大，随质量惯性矩增加

呈近似的线性增加。 

 

图 6 基础共振频率–质量惯性矩曲线 

 Fig. 6 Resonant frequency varying with *
θI  

 

 

图 7 基础共振振幅–质量惯性矩曲线 

 Fig. 7 Resonant amplitude varying with *
θI  

4  结    语 
研究了 SH 波作用下饱和地基上刚性圆形基础的

扭转振动特性。引入 Biot波动方程描述饱和地基，并
将土体中的总波场划分为自由波场、刚体散射波场及

辐射散射波场，结合混合边值条件建立对偶积分方程

并求解，得到基础扭转振动角位移幅值的表达式。分

析结果表明： 
（1）饱和土地基中，扭转振动曲线形状与弹性介

质情况相似。土体渗透性对基础的扭转振动特性有一

定影响，其振动特性受孔隙水的影响，在渗透性较好

的情况下影响较大，随渗透性的减小，饱和土地基中

的扭转振动逐渐接近于弹性介质的情况。 
（2）随基础扭转惯性矩的增加，基础的振幅增加，

共振现象更加明显，同时共振频率减小。当基础刚度

较小时，共振频率减小迅速，而后减小趋势逐渐平缓。 
（3）SH波入射角度对基础的扭转振动有较大影

响。当 SH 波垂直入射时，基础不发生扭转振动，随
SH 波趋于水平入射的状况，基础的振幅增加，共振
现象更为明显，但共振频率保持不变。 
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