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摘  要：粗粒土具有明显的剪胀剪缩性，为非虎克材料。对 8种颗粒材料进行了 11组三轴试验，将体应变分为球应力
和偏应力引起的体应变两部分，并假定弹性变形泊松比为常数，对实测体应变两部分大小进行了分离。假定三轴试验

的轴向应变和剪应力引起的体应变服从 Rowe 剪胀方程，分析表明，对任一种颗粒材料而言，Rowe 剪胀方程参数 Kf

的归一性良好，即不同应力状态下参数 Kf均近似为一个常数。在此基础上，基于邓肯–张模型和 Rowe 剪胀方程，建
立了体变模量 KP、剪胀模量 Kq、剪切模量 G三参量与应力状态的关系，初步提出了一种新的非线性剪胀模型。该模型
可视为邓肯–张模型的改进型模型。经验证，该模型能比较准确地描述各种颗粒材料的体变过程，是一种物理概念明

确，简单实用的非线性剪胀模型。 
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Abstract: Coarse-grained soils exhibit evident dilatancy, and they do not obey the Hook’s law. Eleven groups of triaxial tests 

on eight kinds of particle materials are conducted. In order to separate the observed volumetric strain, the volumetric strain is 

viewed as two parts induced respectively by spherical stress and deviatoric stress, and the elastic Poisson’s ratio is assumed as 

constant. The axial strain and volumetric strain caused by the shear stress are assumed to obey the Rowe dilatancy law. The 

analysis shows that the parameter Kf  is in good agreement with the normalization for any particle materials, which means the 

parameter Kf is approximately constant. The relationship between stress state and three parameters including volumetric strain 

modulus Kp, dilatancy modulus Kq, shear modulus G is established on the basis of the Duncan-Chang’s model and Rowe 

dilatancy law. A new nonlinear dilatancy model is initially proposed, and it can be seen as an improved Duncan-Chang’s model. 

The proposed model can well depict the processes of volumetric strains for different particle materials, and it is a simple and 

practical nonlinear dilatancy model with clear physical concept. 

Key words: stress-strain relationship; dilatancy; Duncan-Chang’s model; Rowe dilatancy law; coarse-grained soils; earth and 
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0  引    言 
粗粒土作为土石坝主要填料，其本构模型选择及

参数确定一直是土石坝工程特性数值分析中的难点问

题。土力学工作者已充分的认识到，由于土体材料性

质复杂，影响因素众多，本构模型必须对土体材料的

性质进行简化，忽略其次要因素，反映其主要特性。

一种能突出土的主要特性，力学概念简单，参数物理

意义明确且不同土体间参数具有可比性的本构模型是

有生命力的。简单的邓肯–张模型得到了工程界广泛

应用就是例证。同时，应该看到，对于粗粒土三轴试

验曲线，邓肯–张模型模拟偏应力曲线是可行的，但

模拟体变曲线仍差强人意，其原因在于非线性弹性邓

肯–张模型不能反映粗粒土的剪胀性。能否建立一种

模型，既不失简单适用的特征，又能同时反映土体的
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非线性和剪胀性，是本文作者长期追求的目标。 
本文在大量粗粒土试验的基础上，基于邓肯–张

模型和 Rowe 剪胀方程，假定土体的体应变为球应力
引起的体应变和剪应力引起的体应变之和，初步提出

了一种新的“三参量”非线性剪胀模型。该模型可视

为邓肯–张模型的改进型模型，并期望得到工程的进

一步验证。 

1  粗粒土的应力应变特性 
一般通过常规三轴试验方法研究粗粒土的强度和

变形特性。当粗粒土级配、围压一定时，应力应变曲

线的形态取决于粗粒土的密度。密度较小时，应力应

变关系呈硬化型，其相应的体变表现为体缩；粗粒土

密度愈大，应力应变关系逐渐呈现出软化型，其相应

的体应变愈表现为体胀。当粗粒土级配、密度一定时，

应力应变曲线形态与围压有关。围压愈小，愈容易呈

软化型，其体胀变形愈大。 
大量的三轴试验资料表明，土石坝工程中的粗粒

土常常表现出较强的剪胀性，而邓肯–张模型不能反

映土体的剪胀性，不管是 E-ν 还是 E -B 模型都不能
很好的模拟三轴试验的体变曲线。图 1为由一组粗粒
土三轴试验成果求得的 E-ν ，E-B模型参数计算得到
的切线泊松比随三轴试验应力状态的变化曲线，可以

看出两个模型给出的泊松比值差别是非常大的[1]。初

看起来是由于两种模型对体变曲线的假定不同，实质

上是因为非线性弹性邓肯–张模型不能反映剪胀性的

缘故。 
如能对邓肯–张模型进行改进，以便能反映土体

的剪胀性，将是非常有意义的。 

图 1 邓肯 E-ν与 E-B模型泊松比的比较[1]
 

Fig. 1 Comparison of νt between E-ν and E-B models[1] 

2  邓肯–张模型简介 
邓肯–张模型是土力学工作者非常熟悉的本构模

型，为了本文的完整性，对该模型仍作简单介绍。 
邓肯–张模型采用康德纳（Kondner）等人提出的

双曲线来拟合三轴试验中偏应力 1 3( )σ σ− 和轴向应变

aε 的关系[2] 
a

1 3
aa b

ε
σ σ

ε
− =

+
 。         (1) 

在此基础之上，初始切线弹性模量采用简布

（Janbu）提出的公式，并采用莫尔–库仑破坏准则，
最终推得切线弹性模量的公式[3] 
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式中包含 5个参数 c，ϕ，K，n， fR 。 
邓肯–张 E–ν 或 E–B 模型中假定三轴压缩试

验中 1ε –（- 3ε ）关系或 vε – 1ε 关系符合双曲线从而
导出切线泊松比（略）。 

3  Rowe剪胀方程简介 
Rowe 系统地研究了颗粒材料的变形机理，并提

出了“最小能比原理”[4]。其能比方程为 

能比 E =
外力对颗粒单元作功

颗粒单元对外作功
。 

Rowe 假定颗粒之间的相互作用可以用两个滑块
的相互作用来反映，并认为，真实颗粒单元的滑动变

形应使能比 E取极小值，用 fK 表示，由此导出 
2

f min cv( ) tan (45 / 2)K E φ= = +o ，     (3) 

其中， cvφ 为滑动摩擦角。 
在常规三轴压缩条件下，Rowe 剪胀方程可以写

为 
p p

1 3 f 3 1/ 2 ( d / d )Kσ σ ε ε= − ，       (4) 
式中， p

3dε ， p
1dε 为不可恢复的塑性应变。  

Rowe 剪胀方程曾得到了广泛的讨论，主要是针
对 Rowe 在建立方程过程中对变形机理所作的假定以
及最小能比原理的物理意义。虽然 Rowe 剪胀方程假
定单一滑移结构，同时对颗粒滑移的认识也是完全虚

构的，但大量的粗粒土试验表明，Rowe 剪胀模型却
能够比较合理地反映粗粒土颗粒材料的体变过程[1]。 

4  非线性剪胀模型 
4.1  剪胀模型的应力应变关系 

如果把土的应力和应变用不变量表示，土的压硬

性表示球应力 p对偏应变 sε 的影响，而剪胀性则表示
偏应力 q对球应变（体应变） vε 的影响。若考虑这种
交叉影响，广义虎克定律不再适用，必须改用下式代

之[5] 
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       v
p q

d dd p q
K K

ε = +  ，           (5) 

s
dd q
G

ε =  ，               (6) 

式中，Kp，Kq，G分别称为体变模量、剪胀模量、剪
切模量。上式意味着忽略了球应力 p对偏应变 sε 的直
接影响，将这种压硬性体现在简布（Janbu）公式非线
性关系上。以上表述实际上就是次弹性模型的一种[5]。 
4.2  体变模量 Kp和剪切模量 G的确定 

（1）由邓肯–张模型确定切线弹性模量 tE （式
2）。 
（2）假定泊松比ν 为常数。大小可根据各向等压

固结试验 vε – lg p曲线关系式 0
vp vp p alg( / )p pε ε λ= +

求得弹性体变模型， p p2.303 /K p λ= ，及三轴压缩试

验得到的初始切线模量 n
a 3 a( / )iE Kp pσ= ，由下式联

合确定 

p

0.5 iE
6K

µ = − ，            (7) 

亦可由三轴压缩试验体变曲线拟合中试算确定。  
（3）由下式换算体变模量 pK 和剪切模量 G 

          t
p ( )

EK
3 1 2ν

=
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 ，            (8) 

t

2 1
EG

ν
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+（ ）
 。             (9) 

4.3  剪胀模量 Kq的确定 

（1）针对三轴试验体应变，分离剪应力引起的体
应变 

q
v v pd d d /p Kε ε= −  。       (10) 

（2）假定三轴试验的轴向应变 1dε （为了统一，
表示为 q

1dε ）和剪应力引起的体应变 q
vdε 服从 Rowe

剪胀方程（下文验证）。变换式（4）有 
q q q
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即 
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q
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d
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ε σ σ
ε
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而三轴试验的轴向应变为 
q
1

t

dd q
E

ε =  ，             (13) 

则 
q 1 3
v

f t

/ dd (1 ) q
K E

σ σ
ε = −  。          (14) 

（3）剪胀模量可由式（14）导得如下 

f 3
q tq

v f 3 1

d
d

KqK E
K

σ
ε σ σ

= = ⋅
−

 ，     (15) 

式中， fK 为模型参数，由试验确定。 
从上式可以看出，在三轴剪切过程中，剪胀模量

是不连续的。 
当 1σ < f 3K σ 时， qK 为正，所以 q

vdε >0，表明开
始剪切时，剪应力引起的体应变是剪缩。 
当 1 f 3Kσ σ= 时， qK 为∞，此时，剪应力既不引

起剪缩也不引起剪胀。在这一应力点上， qK 经历了两
种变化趋势，其一，当 1 f 3( )Kσ σ −→ ， qK → +∞，此
时 q

vd 0ε +→ ，表明剪应力不引起剪缩。其二，

1 f 3( )Kσ σ +→ ， qK → −∞，此时 q
vd 0ε −→ ，表明剪应

力不引起剪胀。 
当 1σ > f 3K σ 时， qK 为负，所以 q

vdε <0，表明剪
应力引起的体应变是剪胀。 
从以上分析可知， qK 经历了从一正数逐渐增大到

+∞，又从 −∞逐渐增大到某一负数， f 3 1K σ σ= 是 qK 的
间断点。在有限元计算中，为了保证计算的正常进行，

可采用如下方法，当 f 3 1K σ σ− <0.001 时，取

f 3 1K σ σ− =0.001计算 qK ，或直接将剪胀模型的模量
矩阵退化为弹性矩阵。 
4.4  有限元计算分析 

三参量 K-G模型（或剪胀模型）比两参量非线性
弹性模型从力学概念上看应该更加合理，然而，在数

值分析中往往简单地将 t p q q p/( d / d )K K K K K q p= + ⋅
作为综合体变模量进行有限元分析。应该注意到，综

合体变模量 Kt不仅与应力大小有关，而且与应力增量

比 dq/dp 大小有关，在非线性叠代分析中，应力增量
比 dq/dp 变化是很大的，这无疑增加了收敛难度。针
对该问题提出了三参量 K-G 模型模量矩阵的计算方  
法[1]。 
将三参量模型的应力应变关系写成如下形式： 

{ } { }pqd [ ] dDσ ε=  。      (16) 

根据剪应力引起的体应变是球应变特性，并假定

各个方向上的剪胀性应变大小相等，从而导得模量矩

阵： 
{ }{ }
{ } { }

T

pq T
q

[ ] / [ ]
[ ] [ ]

/ [ ]
D C q D

D D
K q D C

σ

σ

∂ ∂
= −

+ ∂ ∂
 。 (17) 

表达形式类似于弹塑性矩阵，式中[ ]D 为弹性矩
阵，由 Kp（体变模量）、G（剪切模量）确定，
{ } T[1 1 1 0 0 0] / 3C = ，{ / }q σ∂ ∂ 为广义剪应力

q对各应力分量的偏导数向量， qK 为剪胀模量。由上
式可以看出，模量矩阵 pq[ ]D 仅与应力大小有关，这无

疑可以提高数值分析的精度。 
4.5  剪胀模型参数 Kf试验成果 

为了确定剪胀模型参数 fK ，同时为了验证剪胀模
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型的合理性，对多种颗粒材料（单粒径玻璃球、双粒

径的玻璃球混合体、单级配矾石、多种砂砾石料、多

种堆石料、三峡风化砂）进行试验，并对各种颗粒材

料参数 fK 进行分析。图 2 为 8 种典型颗粒材料按式
（11）计算的 Rowe剪胀模型参数 fK 。从图 2可以看
出，无论是形状规则的玻璃球，还是实际粗粒土，对

一种材料而言，参数 fK 的归一性都非常好，不同应力
状态下参数 fK 均近似为一个常数。在较小的应变下

（ aε <1%）略有波动，更大的原因是小应变增量下 fK
对试验误差过于敏感。因而可以推断，一种材料的参

数 fK 为一常数，不受应力状态改变而变化。 
材料不同，参数 fK 不同。本文所及材料，参数 fK

在 2.00～3.79之间变化。参数 fK 愈小，材料的剪胀性
愈大。因此，可以认为参数 fK 是颗粒组构特征的一种
体现，它决定了材料的应力应变性质。
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图 2 几种典型颗粒材料的参数 Kf的变化 

Fig. 2 Variation of Kf for several representative particle materials 

表 1 模型参数 

Table 1 Model parameters 
模型参数 

材料 密度

/(t·m-3) c/kPa ϕ/(°) K n Rf ν Kf 

2 mm玻璃球 1.55 14 26.9 1624 1.005 0.98 0.48 2.25 
2 mm&22 mm玻璃球 1.79 12 23.4 3462 0.304 0.97 0.48 2.00 

单级配矾石 1.73 133 34.5 1774 0.045 0.94 0.30 3.57 
2.05 126 37.5 1569 0.158 0.91 0.34 3.57 
2.10 159 36.7 2635 0.181 0.95 0.34 3.52 
2.17 274 35.9 3888 0.188 0.94 0.34 3.79 塔城砂砾石 

2.27 306 37.0 6676 0.194 0.93 0.34 3.73 
双江口砂砾石 2.10 192 36.1 2004 0.200 0.84 0.32 3.22 
丹巴堆石料 2.09 123 37.0 759 0.315 0.86 0.32 3.17 
三峡风化砂 1.79 41 36.6 289 0.281 0.76 0.25 2.75 
水布垭堆石料 2.16 343 38.0 1400 0.291 0.84 0.32 3.70 

5  模型参数 
针对上述 8种材料 11组试验成果，采用本文提出

的剪胀模型进行了拟合，图 3给出了体变试验曲线和
模型计算曲线，为了便于分析，同时给出了剪应力引

起的体应变的试验曲线和模型计算曲线。可以看出，

模型计算值和试验实测值是非常吻合的，说明将体应

变分为球应力 p和偏应力 q引起的体应变两部分是合
理的，而后者决定了不同围压下体应变差值及剪切过

程体应变曲线形态。这比一般非线性弹性模型先假定

体应变只与球应力 p有关，再改变不同应力状态下泊
松比ν（或体变模量 pK ）大小来模拟不同应力状态下
体应变，从力学概念来看要更加合理。 
同时可以看出，对于颗粒材料，偏应力 q引起的

体应变是十分显著的，不管是其绝对值还是不同应力

状态下差值。本文的剪胀模型仅采用一个参数 Kf达到

准确模拟不同应力状态下体应变，应归功于 Rowe 剪
胀方程能准确反映颗粒材料变形机理。 
三轴试验条件下，一般粗粒土是先剪缩后剪胀应

具普遍性，只有单粒径形状规则的玻璃球不具剪缩过

程。Rowe剪胀方程都能准确反映这一特征。 
剪胀模型体变由两个参数 μ和Kf分别通过虎克定

律和 Rowe剪胀方程模拟球应力 p和偏应力 q引起的
体应变。剪胀模型建立了体变模量 Kp、剪胀模量 Kq、

剪切模量 G（或 Et，ν，Kq）三参量与应力状态关系，

共 7个模型参数。至于卸荷准则及卸荷模量取值暂参
考邓肯–张模型。由上述 8种材料 11组试验整理的模
型参数如表 1所示。 
建议的剪胀模型共 7个模型参数物理意义明确。c

和ϕ为材料强度指标，K和 n为简布（Janbu）公式参
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图 3 各种颗粒材料的体变拟合效果 

Fig. 3 Fitting results of several particle materials

数，Rf 为破坏比，ν为泊松比，Kf 为材料最小能比。

这些参数与粗粒料的物理性，如级配、密度、岩性、

颗粒形态、颗粒排列等因素相关，不同粗粒料参数具

可比性，便于经验积累。 

6  结    论 

土的本构关系模型建立是现代土力学的标志，一

代又一代土力学工作者投入了大量心力，提出的土的

本构关系模型数以百计，土的本构模型研究是土力学

长久的重要课题。本文基于邓肯–张模型和 Rowe 剪
胀方程，假定土体的体应变为球应力引起的体应变和

剪应力引起的体应变之和，初步提出了一种新的三参

量非线性剪胀模型，是追求建立实用性模型所取得的

一点成果，也许是沧海一粟。该模型理论上是否存在

缺陷，用于工程数值分析效果如何还有待今后进一步

验证。但有两点是有意义的。 
（1）用实测资料验证了用 Rowe剪胀方程描述颗

粒材料变形是有价值的。 
（2）用三轴试验的轴向应变和剪应力引起的体应

变来表述 Rowe剪胀方程是可行的。 
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