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埋置移动荷载作用下三维黏弹性半空间的动力响应 
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摘  要：采用积分变换方法对埋置移动荷载作用下三维黏弹性半空间地基振动的衰减规律进行了理论研究。首先，基

于理想弹性介质的动力 Navier 方程，利用 Helmholtz 分解定理及傅里叶变换方法，在直角坐标系中求得了变换域内弹

性介质动力响应分量的表达式。结合相应的边界条件及连续条件，得到了埋置移动荷载作用下黏弹性半空间地基动力

响应的积分形式解。当荷载埋深为零时，埋置移动荷载退化为地表移动荷载，对比发现退化解结果与已有结果吻合较

好。最后，采用 IFFT 法对地基土体动力响应进行数值求解，分析了移动荷载埋深、速度等因素对地基振动的分布衰减

规律以及频谱分布的影响。 
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Dynamic response of a visco-elastic half-space subjected to buried moving loads 
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Abstract: The attenuation of the vibration of a three-dimensional visco-elastic half-space subjected to the embedded moving 

loads is investigated theoretically. By employing the Fourier integral transform method and the Helmholtz decomposition, the 

Navier equations for the ideal elastic medium are solved, and the dynamic components in the transformed domain are derived in 

the Cartesian coordinate. Combined with the boundary conditions and continuity conditions, the analytical solutions to the 

dynamic response of the viscoelastic half-space due to the embedded moving loads are obtained. When the depth of the moving 

loads is zero, the results obtained in this study are in good agreement with the published ones. By employing the IFFT method, 

some numerical examples are selected to discuss the influences of the depth, velocity and viscous damping of the soil on the 

propagation of the vibration and the amplitude spectra of the displacement.     
Key words: embedded moving load;viscoelastic half-space; dynamic response; vibration attenuation 

0  引    言 
随着城市轨道交通的快速发展，列车荷载引起的

环境振动问题受到越来越多的关注。不少学者对移动

荷载作用下地基的动力响应开展了研究。Eason[1]通过

积分变换法求得了速度小于瑞丽波速的移动点荷载作

用下均质弹性半空间位移、应力响应的数值解。Hung
等[2]研究了亚音速、跨音速及超音速3种不同速度范围

内的移动荷载作用下黏弹性半空间的动力响应规律，并

分析了移动荷载形状分布及加振频率的影响。De等[3]

采用传递反射矩阵法求得了成层弹性半空间在移动荷

载的动力格林函数。自Biot[4-5]提出饱和多孔介质的动

力控制方程后，多数学者都基于该控制方程对饱和土

体动力响应进行研究。Jin等[6]利用梯形求积公式获得

了振动荷载作用下半无限多孔饱和固体中的应力和孔

隙水压力数值解。胡安峰等[7]利用Fourier积分变换求

解了下卧基岩饱和半平面在移动线荷载作用下的动力

响应。 Xu[8] 等研究了饱和成层土体上无限长

Euler-Bernoulli梁在移动荷载作用下的动力响应。Cai
等 [9]研究了移动矩形荷载作用下饱和土体的动力响

应。 
上述研究中，移动荷载大多作用在地基表面，而

对地铁等地下构筑物来说，移动荷载作用在地表以下
─────── 
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一定深度处。Pak[10]采用势函数的方法求解了弹性半

空间内部点源荷载作用下的动力响应。Senjunctichai
等[11]求得了二维均质多孔弹性半空间在内部荷载激

励作用下的动力格林函数。陈胜立等[12]通过Hankel变
换变换方法，求解了埋置点源荷载的轴对称Lame问
题。杜秦文等[13]采用Hankel积分变换法，得到了埋置

点源简谐荷载作用下Gibson土体的动力Green函数。上

述文献中的埋置荷载多假定为固定位置动荷载。

Metrikine等[14]通过建立一个二维弹性层-梁耦合的简

化模型，对隧道中列车运行引起的地表振动规律进行

了研究。Yuan等 [15]在Metrikine等[14]的基础上，求解

了饱和地基-梁模型在移动荷载作用下的振动解析解。

上述两个模型均为二维模型，忽略了垂直于荷载移动

方向的地基振动。Forrest等[16]通过建立筒中筒（PIP）
模型，在柱坐标系下对移动点荷载作用下圆形衬砌隧

道埋置于弹性全空间中的动力响应情况进行了求解，

但未考虑地表边界的影响。本文建立了三维黏弹性半

空间地基模型，并通过引入势函数及利用三维傅里叶

积分变换及逆变换方法，在笛卡尔坐标系下求解了埋

置移动点荷载作用下黏弹性半空间的动力响应积分形

式解。最后，通过数值算例分析了埋置荷载移动速度，

埋置深度等因素对地表振动传播分布及衰减规律的影

响。 

1  控制方程及其通解 
均质各向同性弹性体的控制方程以张量形式可表

示为（不计体力）：  

( )i, jj j, ji iu u u          。        (1) 
式中： iu 为弹性体的位移，i = x, y,z ； 为弹性介质的

质量密度；，  为弹性体的 Lame 常数；（
..
）为对

时间 t的二阶导数。 
根据 Helmholtz 分解定理，引入标量势函数，

矢量势函数 1 2 3 )j =( , ,     。对位移场作如下分解： 

,  i i ijk k, ju e   。             (2) 
将式（2）代入式（1）可得如下关于势函数的表

达式： 

2
2

2 2
P

1 0
c t

 
   


  ，         (3a) 

2
2

2 2
S

1 0j
j

Ψ
Ψ

c t


   


  。       (3b) 

式中： Pc ， Sc 分别为弹性半空间体的压缩波与剪切波

波速： P
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c ； 2 为 Laplace 算子，
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假定在直角坐标系中矢量势函数满足如下条件： 

0j, j =   。            (3c) 

定义对 x， y ， t 的三重 Fourier 变换及逆变换分

别为 
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(4b) 
将式（3a）~（3c）进行式（4a）中的 Fourier 积

分变换可得： 
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式中： 2 2 2 2
P 1 2 PB k k k   ； 2 2 2 2

S 1 2 SB k k k   ；

P
P

k
c


 ； S
S

k
c


 。其中 pB ， sB 的实部大于零。 

由弹性介质本构方程及傅里叶变换公式可得波数

-频率域内位移及应力响应分量表达式为 
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2  边值问题 
图 1 给出了本文的理论研究模型示意图。沿 x轴
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正方向匀速移动的竖向点荷载作用在黏弹性半空间体

表面以下深度 z = h处的平面上，移动荷载表达式为
0ie ( ) ( )tF = p x ct y   ，其在变换域内荷载表达式为 


0 1( )

2
pF ck    


。其中 p 为荷载幅值，c 为荷 

载移动速度， 0 为荷载自振频率， 为狄拉克函数。

考虑荷载由 x轴的负无穷处向正无穷处移动，当 0t 
时，荷载恰好移动到坐标原点处。 

 

图 1 埋置移动荷载作用于弹性半空间内部示意图 

Fig. 1 Diagram of elastic half-space with embedded moving loads 

根据波的辐射特性，将弹性半空间体分为上下两

个区域：区域 1 (0 )z h≤ ≤ 与区域 2 ( )h z ≤ ≤ ，

如图 1 所示。则由式（3a）、（3b）可解得变换域内势

函数可表示为 

当 0 z h≤ ≤ 时， 
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当 h z ≤ ≤ 时， 
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式中： ja 为未知常数， 1 ~ 9j = 。 

由图 1 可看出，半空间表面的边界条件及荷载作

用平面处的连续条件可表示为 

当 0z = 时， 

( ,0) 0
( ,0) 0
( ,0) 0
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，

，

。

           (8) 

当 z = h 时， 

( ) ( )zz zzx, y,h x, y,h F      ，     (9a) 
( ) ( ) 0xz xzx,y,h x, y,h      ，      (9b) 
( ) ( ) 0yz yzx, y,h x, y,h      ，      (9c) 

( ) ( ) 0zz zzu x,y,h u x, y,h     ，      (9d) 
( ) ( ) 0xz xzu x,y,h u x,y,h   ，        (9e) 
( ) ( ) 0yz yzu x, y,h u x, y,h     。      (9f) 

观察式（7）～（9）可看到，边界条件个数与连

续条件个数之和等于未知数个数，故可进行求解。 

对边界条件与连续条件进行傅里叶变换后，将式

（6a）～（6d）代入，可得到一组关于未知系数 ja 的

线性方程组： ij j iA a f ，其中矩阵 ijA 与 if 的表达式见

附录 1。求得未知系数 ja 后，代入位移表达式,即可得

到变换域内的位移响应解{ }x y zu ,u ,u
  

。由 Fourier 逆变

换即可求得稳态响应的表达式： 


+

0 13
1} ( ){ }

(2 )
x y zx y zu ,u ,u ck u ,u ,u  


  

  
     

  

 1 2i i i
1 2e e e d d dk x k y t k k    。       (10) 

3  数值计算与对比验证 
为考虑土体的黏滞性，引入如下黏滞阻尼模型：

* = (1+2 )i   ， * = (1+2 )i   ，其中 为土体介质的黏

滞阻尼比。由于式（10）中的动力响应解为无穷积分

形式，且其被积函数为一个复杂的振荡函数，故采用

IFFT方法进行求解。 
3.1  对比验证 

当 h=0 时，本文解可退化为移动荷载作用在黏弹

性半空间表面的动力响应解。Hung 等[2]研究了黏弹性

半空间在不同类型的地表移动荷载作用下的动力响

应。土体参数取值密度 32000 kg / m  ，泊松比

0.25  ，阻尼比 0.02  ，横波波速 s 100 m / sc  ，

纵波波速 p 173.2 m/sc  ，表面波波速 R 92 m/sc  。定义

观察点 0( ) (0,0, )x,y,z z （其中 0 1 mz  ）处的无量纲

化竖向位移 02π /zV z u p ，无量纲化水平纵向位移

02 /xW z u p  。图 2 为荷载移动速度 50 m/sc  时，

本文位移响应退化解与 Hung 等[2]结果的对比图，可见

两者吻合得较好。 
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图 2 本文退化解与 Hung 等[2]的对比图 

Fig. 2 Comparison between degenerated solutions and results of  

Hung et al[2]   

3.2  数值算例分析 

定义无量纲位移 *
0x xu u l p ， *

0z zu u l p ，

其中 0l 为特征长度（ 0 10 ml  ）。土体 Lame 常数
7 22 10  N / m   ， 7 22 10  N / m   ，土体密度    

32000 kg / m ，黏滞阻尼比 0.02  ，移动荷载幅值

1 Np  。下面分析埋置移动点荷载作用下黏弹性半空

间地表的振动情况。 

（1）地表竖向位移响应分布 
引入移动坐标系 tx x ct  。图 3 给出了不同速度

的埋置移动荷载作用下，地表无量纲竖向位移 *
zu 在移

动坐标系下的曲线分布图，其中 0y = ，移动荷载埋深

分别取 h 为 10，15，20 m。由图 3 可看到，地表竖向

位移响应关于 0tx  基本呈轴对称分布，且荷载埋深越

深，振动沿水平方向衰减越快，振动影响范围越小，

地表振动幅值越小。此外，对比图 3（a），（b）可发

现，荷载速度越大，地表最大竖向位移幅值也越大。 

图 3 地表竖向位移 *
zu  

Fig. 3 Vertical displacements of surface *
zu  

（2）地表纵向位移响应分布 
在埋置移动荷载作用下，地表不仅会产生竖直方

向的振动，也会产生水平方向的动力响应。图 4 为当

荷载埋深 10 mh = 时，地表 x 方向的纵向水平位移响

应沿移动坐标 tx 的分布图。由图 4 可看到埋置移动点

荷载作用下，地表纵向水平位移响应曲线关于移动坐

标轴呈反对称分布，且垂直于荷载移动方向，距离荷

载作用位置越远，即 y 值越大，纵向水平位移越小；

对比图 4（a），（b）可看出，随荷载速度增大，纵向

水平位移幅值降低。同时，对比图 3，4 可看出，同一

埋置荷载作用下，地表土体竖向位移响应幅值远大于纵

向水平位移响应幅值，这与实测地面振动规律吻合[17]。 

 

图 4 地表纵向位移 *
xu   

Fig. 4 Longitudinal displacements of surface *
xu  

（3）地表位移响应的频谱分析 
由式（10）可得原点 (0,0,0) 处的竖向位移响应表

达式为 
+

1 2 02
1(0,0,0, t) ( , ,0, )

(2π)
zzu u k k ct 

 

 
    


   

1 0 2i ( ) i
1 2e e d dk x-ct - k y k k   。        (11) 

则该点处的竖向振动频谱可表示为 

+ i2( ) (0,0,0, t)e dft
z zu f u t

  


   

0
2 2

2 21 , ,0,2 d
2 c

z
f f

u k f k




       


  。  (12) 

同理可得原点处的水平位移频谱表达式 ( )xu f 。 

图 5 给出了两种不同速度的常值移动荷载（h=10 
m）作用下，地表原点处竖向位移与水平纵向位移响

应的频谱图。可看到，当荷载速度较小时，位移频谱

主要分布在频率较低的范围内，且竖向位移与水平位

移几乎在同一频率达到峰值。当荷载速度变大时，位

移频谱曲线的频率分布范围变大，位移幅值也增大，

位移峰值所对应的频率也越大。 

 

图 5 地表位移频谱图 

Fig. 5 Displacement spectra of surface 

4  结    论 
采用傅里叶变换及Helmholtz分解的方法对埋置

移动荷载作用下弹性半空间地基的动力响应进行理论

求解，并通过数值计算，分析了荷载埋深、速度等因
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素对地表位移响应的影响，得到 3 点结论。 
（1）移动荷载埋深越深，地表水平位移与竖向位

移响应均越小；荷载移动速度越大，地表竖向位移响

应幅值越大，纵向水平位移反而越小。 
（2）垂直于荷载移动方向，距离荷载作用位置越

远，地表水平位移响应越小。 
（3）埋置荷载移动速度越大，位移响应频谱分布

范围越大，位移幅值峰值对应的频率也越大。 
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