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适用于黏土砂土统一本构模型的状态参量 
姚仰平*1，孙昊政 1 

(1. 北京航空航天大学交通科学与工程学院，北京 100191) 

摘  要：构建黏土砂土统一本构模型的关键在于状态参量。本文基于状态参量这一核心区别，对比剖析了 MIT-S1 和

CSUH 两个黏土和砂土统一本构模型。对比结果表明，MIT-S1 模型状态参量不能合理作用于硬化参量，以 LCC 为参考

线定义状态参量 δp难以准确刻画砂土剪胀性，且黏土砂土的状态参量不统一；CSUH 模型将黏土 NCL 拓展为砂土 NCL，
所定义的状态参量 ξ 能够动态统一的表示黏土和砂土不同密实状态量，准确刻画土的基本特性，并基于特征状态应力

比 Mc和潜在强度 MY合理作用于硬化参量，在应力应变关系的描述上更简洁，有优势。同时对比两个模型黏土和砂土

试验的预测结果，进一步验证了以 ξ 作为状态参量的 CSUH 模型在描述黏土砂土应力应变关系上的准确性。 
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State parameters applicable to the unified model of clays and sands 

YAO Yangping1, SUN Haozheng1 
(1. School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China) 

Abstract: The state parameter is the key of the unified constitutive model of clays and sands. Based on state parameters, 

MIT-S1 and CSUH unified constitutive models of clays and sands are compared and analyzed in this paper. Through 

comparison, The state parameter of the MIT-S1 model cannot be reasonably applied to the hardening parameters. It is difficult 

to accurately characterize the dilatancy of sand by using LCC as the reference line to define the state parameter δp. Additionally, 

the state parameters are not unified. The CSUH model extends clay NCL into sand, and the defined state parameter ξ can 

dynamically and unified represent different compactness states of clays and sands, accurately describe the basic properties of 

soil and act reasonably on the hardening parameter by Mc and MY. Therefore, the model is more concise and advantageous in 

describing the stress-strain relationship. By comparing the clays and sands test data and the prediction results of the two unified 

models, it is further verified that the accuracy of the CSUH model in describing the stress-strain relationship of clays and sands. 

Key words: Clay; sand; MIT-S1 model; CSUH model; state parameters

0  引    言 
建立一个能够简捷、准确、统一描述黏土和砂土

等各类岩土材料应力-应变关系的本构模型具有重要

的理论意义和工程实际意义。剑桥学派奠基人 Wroth
和 Houlsby[1]曾在第 11 届世界土力学与岩土工程大会

综述报告中指出，在单一模型框架下建立一个适用所

有土类的本构模型是令人期待的，也是研究学者们所

追求的目标。 
从 20 世纪 90 年代至今，国内外已经开展了大量

关于黏土和砂土统一本构模型的研究工作，在国际上

知名且应用广泛的统一模型主要有 Pestana 等[2]所提

出的 MIT-S1 模型和 Yao 等[3]所提出的 CSUH 模型。

MIT-S1 模型以黏土和砂土共有的一条极限压缩线

LCC 为参考线，定义屈服面硬化参量 α 与当前孔隙比

e 在 LCC 上所对应的应力 pb 之比为状态参量 δp，基

于边界面理论实现了对不同密实度的黏土和砂土应力

应变关系的统一描述。然而 MIT-S1 模型所定义的状

态参量δp不能合理地动态统一表示黏土和砂土的不同

密实状态量，在描述砂土剪胀性上存在缺陷。CSUH
模型统一了黏土和砂土的正常固结压缩线 NCL，以其

当前应力比对应的各向异性压缩线 ACL 为动态参

考线，定义相对孔隙比 ξ 为状态参量，能够动态统一

表示黏土和砂土的密实状态量，准确刻画土的三个基
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本特性，模型能够更为便捷准确地统一描述黏土和砂

土的应力应变关系。 
本文将通过对比剖析 MIT-S1 和 CSUH 模型统一

描述黏土和砂土应力应变关系的方法原理，重点分析

状态参量这一核心区别，讨论状态参量 δp 和 ξ 对模型

描述应力应变特性的作用机制，刻画黏土砂土基本特

性的能力，以及其表示黏土、砂土不同密实状态量的

统一性。论证采用相对孔隙比 ξ 作为状态参量构建黏

土和砂土统一本构模型的合理性和优越性。最后基于

两个模型黏土砂土试验数据的预测对比，验证 CSUH
模型统一预测黏土砂土应力应变关系的精确性。 

1 MIT-S1 黏土和砂土统一模型 
MIT-S1 模型是在 MIT-E3 超固结黏土模型基础上

建立的黏土和砂土统一的本构模型，并考虑了土的各

种复杂力学特性，比如土的各向异性、小应变非线性

弹性等。为方便两个模型对比，根据 MIT-S1 模型对

参数的定义将各向异性参数 b、ψ 取值为 0，将模型退

化为各向同性模型进行分析介绍[2]。 
MIT-S1 模型提出的黏土和砂土统一的屈服面表

达式为： 

2 2 2 1 0
mpf p cη

α

′   = − − =        
        (1) 

式中：p 为平均正应力，η 为应力比。如图 1 所示，屈

服方程中硬化参量 α 控制屈服面的大小；m′和 c 控制

屈服面的形状，m′为材料常数，c 可以表示为当前当

孔隙比 e 和应力比 η 的函数，c 的表达式在附录给出。 

 
图 1 MIT-S1 模型屈服面 

Fig. 1 Yield surface of MIT-S1 model 
为定义砂土的状态参量，Pestana 等[4]通过大量的

试验数据验证了任意密实度的砂土的等向压缩线 ICL
都趋近于一条极限压缩渐近线 LCC。任意超固结程度

黏土的等向压缩线也都趋近于正常固结压缩线 NCL，
黏土NCL也被称为黏土的LCC，且砂土和黏土的LCC
同为直线，如图 2 所示。MIT-S1 模型基于黏土和砂土

的这个共性，选择了共有的 LCC 为参考线，并建立了

黏土和砂土参考线的统一表达式： 

( )LCC refln ln lne p pλ= −            (2) 

式中：λ 为 LCC 的斜率， refp 为 e=1 时在 LCC 上所对

应的平均正应力。 

 
图 2 黏土和砂土统一的 LCC 示意图 
Fig. 2 Unified LCC of clays and sands 

MIT-S1 模型以当前屈服面硬化参量 α 与当前孔

隙比 e 在 LCC 上投影水平坐标值 pb的比值定义了状

态参量 δp，δp 的表达式为： 

p
b

1
p
αδ = −                 (3) 

1

b ref
1p p
e

λ =  
 

              

(4) 

通过将式(3)移项，取对数形式，并与式(1)和(4)
联立得到： 

( )
( )

2

ref 2

p

ln ln ln ln 1
ln 1

e p p
m c
λ ηλ

δ
λ

 
− − − − ′  − =   (5) 

通过上式可见，MIT-S1 模型还赋予了参考线 LCC
随应力比 η 动态变化的规律，状态参量 δp 也可以表示

为相对孔隙比△e 的形式，如图 3 所示。 

 
图 3 MIT-S1 模型参考线 LCC 动态变化规律 

Fig. 3 Dynamic evolution law of reference line LCC in 
MIT-S1 model 

加载过程中参考线 LCC 动态变化量为：  
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2

2ln 1e
m cη
λ η 

∆ = − − ′  
           (6) 

基于 LCC 方程式(2)，能够得到动态参考线表达

式为： 

( )
2

LCC- ref 2ln ln ln ln 1e p p
m cη
λ ηλ

 
= − + − ′  

  (7) 

当前状态点与动态参考线 LCC 的垂直距离有： 
LCC-ln lne e eη∆ = −            (8) 

因此，以相对孔隙比 e∆ 表示的状态参量 δp 为： 

p 1 exp eδ
λ
−∆ = −  

 
           (9) 

对于黏土砂土压硬性的描述，MIT-S1 模型通过引

入状态参量 δp，在 lne-lnp 空间内定义了不同密实度砂

土和正常固结黏土的等向压缩关系，塑性体积应变增

量为： 

( )( )p
v p

dd 1
1

e p
e p

θε λ κ δ= − −
+

        (10) 

式中：κ 为压缩试验弹性卸载的斜率；θ 是 p
θδ 的指数，

为控制压缩线曲率的参数，θ 越大，当前状态参量 pδ 下

的压缩线的曲率越大。 
基于式(10)，MIT-S1 模型还考虑了塑性剪应变 p

dε
对屈服面硬化的贡献，提出的硬化参量 α 的增量数学

表达式为： 

( )
( )( )

p
d

p
v p

p

d1d d
1

f
e q

pe
θ

θ

ε
α ε δ
α λ κ δ

∂ 
 + ∂ = +

− −  
 
 

   (11) 

模型塑性流动方向表达式为： 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
p

2 2 2 2

1
mpM M

g
pp M M

η δ η
α

η η
α

′ − − ≤∂ = 
∂  − ≥



，

，

    (12) 

2cg g fx
q p q

η
η

α
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

          (13) 

对于从正常固结卸载到超固结状态的土再加载应

力-应变关系的计算，MIT-S1 模型引入了边界面理论。

MIT-S1 模型中发生初次塑性屈服的应力状态点所在

的屈服面为第一屈服面，当前应力状态点所在的屈服

面为当前加载面，当前状态位于边界面内表示土体为

超固结。本文上标“Ⅰ”、“0”分别表示边界面、第一

屈服面相关的量。 
MIT-S1 模型通过屈服面之间的映射关系 l1 表示

超固结程度，l1 的表达式为： 

1 0l α α
α α

−
=

−

Ⅰ

Ⅰ
              (14) 

当前应力状态的塑性势函数和塑性模量 A 通过对

边界面、第一屈服面上的塑性势函数和塑性模量进行

插值获得。插值计算关系可见附录。 

2 CSUH 黏土和砂土统一模型 
CSUH 模型是在超固结黏土的统一硬化(unified 

hardening，UH) 本构模型基础上，创新发展而来的黏

土和砂土统一的本构模型。 
为对黏土和砂土的不同密实状态量进行统一描

述，Yao 等[5]基于黏土 NCL 的定义，创新地提出在砂

土所有等向压缩线中存在唯一一条等向压缩线，为不

发生剪胀的最密砂土等向压缩线，由于其物理意义与

黏土 NCL 线相同，故特别将该条压缩线称为砂土的

NCL。通过在黏土 NCL 表达式中引入砂土物理参数

ps，在物理意义和数学表达式上统一了黏土和砂土的

NCL。黏土和砂土 NCL 的统一表达式可以表示为： 

s
NCL

s

ln
1
p pe Z

p
λ

 +
= −  + 

           (15) 

式中：Z 是砂土 NCL 上 p=1kPa 时所对应的孔隙比。 
CSUH 模型定义 ps 为砂土压缩的破碎应力，即压

缩曲线曲率最大点对应的平均正应力，如图 4 所示。

当 p<ps 少量颗粒发生破碎，变形较小，压缩线斜率较

缓；当 p>ps颗粒破碎现象较明显，变形较大，压缩线

斜率较陡。对于黏土，颗粒不发生破碎，ps=0，式(15)
退回为黏土的 NCL 方程。破碎应力 ps 的表达式为： 

s exp 1
λ
− = − 

 

N Zp             (16) 

CSUH 模型又在 NCL 的基础上考虑了当前应力

状态对参考线的影响，提出以当前应力比 η 对应的各

向异性压缩线 ACL 为动态参考线，如图 4 所示。 

 
图 4 CSUH 模型参考线 ACL 动态演化规律 

Fig. 4 Dynamic evolution law of reference line ACL in 
CSUH model 

通过从 NCL 上等 p 剪切可以得到 ACL 随应力比
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η 的动态变化量为： 

( )

2 2

2 2

ln
s

s

M p p
M

e
p pη

η
χη

λ κ

  +
+  −  ∆ = −

 +
 
  

      (17) 

黏土和砂土统一的 ACL 表达式为： 

( )

s
ACL

s

2 2

2 2

ln
1

ln

λ

η
χη

λ κ

 +
= −  + 
  +

+  −  − −
 +
 
  

s

s

p pe Z
p

M p p
M

p p

       (18) 

CSUH 模型定义当前状态点与 ACL 之间的相对

孔隙比 ξ 为状态参量，如图 4 所示。ξ 的表达式为： 

ACLe eξ = −                 (19) 

CSUH 模型在修正剑桥模型屈服方程的基础上引

入了参数 χ, 将椭圆屈服面修正为水滴屈服面，如图 5
所示。正常固结黏土和砂土统一的屈服面表达式为： 

( )

( )

2

s2 2 2

p0
x0 s v

1
ln 1

1ln 0

q
f p p

M p q

ep p

χ
χ

ε
λ κ

  +
= + + −   −   

+
+ − =

−

      (20) 

式中：px0 为初始固结压力；χ 为临界状态参数，控制

NCL 与 CSL 之间的竖向距离，取值范围为 0 到 1；当 
χ=0，ps=0 时本式退回为修正剑桥模型屈服面。 

     

 
图 5 CSUH 模型屈服面 

Fig. 5 Yield surface of CSUH model  
采用 Yao 提出的统一硬化参量 H 替换式(20)中的

塑性体积应变 p
vε ，即可得到任意密实状态黏土和砂土

的屈服函数，统一硬化参量 H 的表达式为[5]： 

4 4
pY
v4 4

c

dMH
M

η
ε

η
−

=
−∫            (21) 

( )c expM M mξ= ⋅ −            (22) 

( )
1

Y 2

12 3
6 exp 1 1

M
M

M
ξ

λ κ

−
 −  = − + +  −   

  (23) 

式中：Mc为特征状态应力比；MY 为潜在峰值应力比；

m 为剪胀性参数。 

CSUH 模型塑性势面函数表达式为： 

 
2

2 2ln ln 1 0
y c

p qg
p M p

 
= + + = 

 
        (24) 

3 统一模型状态参量对比分析  
统一模型描述黏土砂土应力应变特性的好坏优劣

主要在于统筹兼顾地把握这两种土的压硬性、剪胀性、

摩擦性[6]。而要想准确刻画土的基本特性就得抓住土

在加载过程中体积的动态变化，定义相应的状态参量,
准确统一地表示黏土和砂土的不同密实状态量。  

通过上述对 MIT-S1 模型和 CSUH 模型的介绍，

可以看出两者在模型构造、计算原理等方面存在诸多

不同，但它们的核心区别还是状态参量对模型的作用

机制和定义的不同。因此下面将从状态参量的角度来

对两个模型的异同进行分析评价。 
3.1 状态参量对应力-应变特性的影响 

不同密实状态的黏土和砂土在剪切过程中表现出

的应力-应变特性是不同的。例如，在等 p 和等 σ3 路

径下，正常固结黏土和松砂应力-应变曲线表现为剪缩

和单调硬化；而超固结黏土和密砂，其应力应变特性

常表现先剪缩后剪胀，先硬化后软化。为描述上述过

程，MIT-S1 和 CSUH 模型都构造了状态参量相关的

硬化参量。 
由式(11)可见，MIT-S1 模型以塑性体积应变 p

vε 和

塑性剪应变 p
dε 的组合作为硬化参量，并引入了状态参

量 δp 作为系数控制塑性剪切应变的贡献程度，使得硬

化参量能够反映不同密实状态土不同程度的剪胀剪

缩，硬化软化特性。当 dα>0，η<M时，有 p
vdε >0， p

ddε >0，
MIT-S1 模型屈服面外扩，发生剪缩硬化；根据式(12)，
MIT-S1 模型从剪缩到发生剪胀的拐点，也就是特征状

态应力比为 η=M，此时
p
vdε =0，由于 p

ddε >0，有 dα>0，
使得屈服面得以继续外扩，开始发生剪胀硬化(η>M)。
当硬化至 dα=0 时，有 η>M， p

vdε <0， p
ddε >0，MIT-S1

模型存在某一个应力比使得式(25)为 0，此时 η 达到峰

值强度点，屈服面从外扩转为内缩，开始剪胀软化。

当 dα<0 时， p
vdε <0， p

ddε >0，有式(25)<0，屈服面内

缩，发生剪胀软化直至临界破坏。 

录
用
稿
件
，
非
最
终
出
版
稿



第 X 期                         姚仰平，等. 适用于黏土砂土统一本构模型的状态参量                             5 

p p
v p dd =d dθε δ ε∂ ∂
+

f qU
p

           (25) 

对于 CSUH 模型，由式(21)可见，模型通过在硬

化参量中引入了状态参量 ξ 相关的 Mc、MY 作为系数

来反映土的剪胀剪缩，硬化软化特性。 
CSUH 模型的硬化、软化过程，如图 6 所示。当

dH>0，η<Mc 时， ( ) ( )4 4 4 4
Y cM Mη η− − >0， p

vdε >0，
CSUH 模型屈服面外扩，发生剪缩硬化；CSUH 模型

从剪缩到剪胀的特征状态应力比为 η=Mc，此时
4 4
cM η− =0， p

vdε =0，有 dH>0，开始发生剪胀硬化。

当硬化至 dH=0 时， p
vdε <0，有峰值强度达到 η=MY，

( ) ( )4 4 4 4
Y cM Mη η− − =0，屈服面从外扩转为内缩，开

始剪胀软化。当 dH<0 时， ( ) ( )4 4 4 4
Y cM Mη η− − >0，

p
vdε <0，屈服面内缩，发生剪胀软化直至临界破坏。 

4 4
pY
v4 4

c

d dMH
M

η
ε

η
−

=
−

            (26) 

 
图 6 H 和 MY 随 η 的演化规律 

Fig. 6 Evolution law of H and MY with η 
由上可见，MIT-S1 模型和 CSUH 模型虽然都能

描述土应力应变曲线的剪胀剪缩，硬化软化特性，但

其在实现方法上有所不同。MIT-S1 模型相变的特征状

态应力比恒定义为临界状态应力比 M，大量研究表明

砂土的相变与当前状态密切相关[7-9]，而非一定值。且

由式(25)可以看出硬化参量 α 没有合理考虑不同状态

土的强度特性对土硬化的影响，对于峰值强度点的预

测具有很大随意性。而 CSUH 模型硬化参量 H 中的

Mc 是基于土的状态参量的相转换参量，MY 是基于伏

斯列夫强度规律的潜在强度。CSUH 模型基于试验和

可靠的理论[10]，考虑了不同密实状态土的强度特性，

因此能够准确地预测峰值强度点，更为合理地描述土

的剪缩剪胀，硬化软化。 
3.2 状态参量的参考线 

通过 3.1 节，了解到状态参量 δp、ξ 是如何作用于

硬化参量，以描述不同密实状态土的应力-应变特性。

下面将从两个模型对 δp、ξ 的定义出发，对其刻画黏

土、砂土基本特性的能力进行分析讨论。 
在参考线的选择方面。由图 3 和图 4 可知，MIT-S1

模型和 CSUH 模型都分别提出了随应力比 η 变化而变

化的动态参考线。当 η=0 时，MIT-S1 动态参考线能够

退化为 LCC，CSUH 模型动态参考线 ACL 能够退回

为 NCL，状态参量都能够合理描述土的压缩特性；当

η=M，发生临界破坏时，两者参考线都转化为 CSL，
状态参量都反映了土的临界状态特性；当 0<η<M 时，

参考线在两者之间动态变化，状态参量都反映了在剪

切过程中一般应力水平对土应力应变特性的影响。由

上可知，两个模型所选择的参考线具有相似的动态变

化规律，其参考线最显著区别是初始状态(η=0)参考

线的不同。 
两个模型在计算相比正常固结黏土更为密实的超

固结黏土应力应变关系时，对于初始参考线选择是一

致的，都是以黏土的 NCL 为参考线。基于 NCL 定义

黏土状态参量能够准确刻画黏土的三个基本特性，并

在大量的超固结黏土本构模型(如 UH 模型、下加载面

模型、MIT-E3 模型[10-12]等)中成功应用。 
而对于不同初始密实程度的砂土应力应变关系的

计算，MIT-S1 模型选择了砂土和黏土在 lne-lnp 空间

内共有且形式上同为直线的 LCC 为初始参考线，在形

式和数学表达上实现了参考线的统一。CSUH 模型将

黏土 NCL 的概念拓展到砂土，以砂土 NCL 作为初始

参考线。虽然所提出的砂土 NCL 为曲线，参考线形式

虽不统一，但通过在黏土 NCL 方程中引入参数 ps，同

样也实现了黏土和砂土参考线数学表达上的统一。 
尽管两个模型都在参考线的数学表达式上实现了

黏土和砂土的统一，但参考线 LCC 对于黏土和砂土的

物理意义并不统一。LCC 对于砂土来说只是无数条压

缩曲线的数学渐近线，虽然砂土以 LCC 为参考线定义

状态参量能够较好地刻画砂土的压硬性，但 LCC 在实

际上并不存在，自身也没有物理意义，无法像黏土

LCC(NCL)准确划分土发生剪胀剪缩的界限，初始状

态位于 LCC 下方的砂土可能只发生剪缩也可能会发

生剪胀，如图 7(a)所示。 
以 Toyoura 砂不排水试验为例，在图 7(a)中三个

初始状态点 A、B、C 均位于参考线 LCC 和 NCL 下方，

且在图 7(b)中其不排水剪切应力路径试验数据均发生

了明显的相变。然而，采用各向同性的 MIT-S1 模型

对于初始状态点 A、B、C 不排水试验进行预测，计

算结果显示A点不排水应力路径发生了较为明显的相

变，B 点仅发生一点相变，C 点基本不发生相变，这

与实验结果不符。因此，基于参考线 LCC 定义的状态

参量 δp 无法合理刻画砂土的剪胀性，不能准确描述砂
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土在剪切过程中产生的剪胀量。 
CSUH 模型与之不同，参考线砂土 NCL 能够明确

划分砂土发生剪胀剪缩的界限，与 δp 相比，以砂土

NCL 为参考线定义的状态参量 ξ 能够定性定量的描述

砂土的剪胀性。当 ξ>0，表明砂土当前状态处于疏松

状态，剪切过程中只会发生剪缩，|ξ|越大，剪缩性越

强。当 ξ<0，表明砂土当前状态处于密实状态，剪切

将会发生剪胀，|ξ|越大，剪胀性越强[13]。如图 7(b)所
示，与 MIT-S1 模型预测结果相比，以 ξ 为状态参量

的 CSUH 模型能够更好的预测三个初始状态 A、B、C
在不排水试验中的剪胀性。 

 
(a) 砂土的初始状态以及参考线 

 

(b) MIT-S1 和 CSUH 模型不排水试验预测结果 
图 7 砂土参考线 LCC 和 NCL 描述剪胀性的区别 

Fig. 7 The difference between reference line LCC and NCL in 
describing the shear dilatancy of sands  

3.3 黏土砂土状态参量的统一性 

黏土和砂土统一本构模型统一的意义是在同一个

模型框架下仅通过改变模型的土性参数即可实现黏

土、砂土的应力应变关系的准确计算。通过进一步分

析发现，当采用 MIT-S1 模型状态参量 δp 去进行黏土

应力应变关系计算时，出现了不适用的问题。在不排

水路径加载下，正常固结状态黏土剪切前的初始状态

(η=0)在 NCL 上，有 δp=0。剪切过程中硬化参量 α 硬

化，数值增加，而孔隙比 e 不变，pb 保持不变，将会

出现 δp<0 的情况，此时的硬化参量增量方程式(11)不

符合正常固结黏土的压硬性规律，因此状态参量 δp 不

能合理描述黏土不排水条件下的应力应变关系。 
Pestana和Whittle为了在MIT-S1模型的基础上进

一步描述不同超固结程度黏土的应力应变特性，又在

MIT-S1 模型中引入了边界面理论，通过当前加载面和

第一加载面、边界面之间的映射关系 l1 式(14)表示黏

土的超固结程度，并作用于模型的塑性势函数 g 和塑

性模量 A，以实现对超固结黏土应力应变关系的计算，

如图 8 所示。然而，这造成 MIT-S1 模型状态参量的

表达式不能统一地表示黏土砂土的不同密实状态量，

不能对黏土和砂土的应力应变关系进行统一描述。 

 
图 8 状态参量 δp在 MIT-S1 模型中的作用机制 

Fig. 8 The mechanism of state parameter δp in MIT-S1 model 
以模型计算 η=0 的等向压缩路径为例，推导得到

MIT-S1 模型对不同密实度砂土和不同超固结程度黏

土的塑性体积应变增量计算公式为： 

( )( )( )
( )

θ
p 1p

v 2

1 1 d
d

1
e l p p

e p
δ λ κ

ε
− − − ⋅

=
+ Ⅰ

   

   

(27) 

对于砂土塑性体积应变的计算，MIT-S1 模型当前

加载面为边界面，映射关系 l1为 0，采用状态参量 δp

表示砂土的不同密实状态量，式(27)转化为式(10)计算

不同密实状态砂土的等向压缩塑性体变；对于黏土，

MIT-S1 模型则是令状态参量 δp 恒为 0，仅通过采用边

界面映射关系 l1 计算不同超固结程度黏土的等向压缩

塑性体变。由上可以看出，MIT-S1 模型实质上采用了

两套状态参量来描述黏土和砂土的应力应变特性，并

需要针对黏土和砂土的不同对模型进行调整计算。 
对于塑性剪应变增量的计算，由于 MIT-S1 模型

状态参量的不统一，使得模型的剪胀方程的表达上也

没有统一，如式(28)、(29)所示。 
MIT-S1 模型砂土的剪胀方程为： 

( ) ( )

( )

2 2
p

2 2
2

2 2

2 2
2

1
mpM

M
cg f

p q
d

pM
M

cg f
p q

η δ
α η

η
χ η

α

η
α η
η

χ η
α

′ − −
≤

∂ ∂ + ∂ ∂= 
 −
 ≥ ∂ ∂ +

∂ ∂

，
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     (28) 
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MIT-S1 模型黏土的剪胀方程为： 

( )2 2
1 1

2

( ) 1 2p qM l l
d

cg f
p q

η η
α α

η
χ η

α

− − −
=

∂ ∂
+

∂ ∂

Ⅰ Ⅰ
Ⅰ Ⅰ

Ⅰ Ⅰ

ⅠⅠ Ⅰ
Ⅰ

Ⅰ

      (29) 

由此可见模型在黏土砂土屈服面方程表达式上实

现了统一，但由于没有实现砂土黏土状态参量的统一

表达，使得塑性模量 A 和塑性势函数 g 的表达上没有

统一，黏土和砂土塑性应变增量的计算公式也没有统

一，因此 MIT-S1 模型并没有完全实现不同密实状态

黏土和砂土应力应变关系统一的计算。 
与MIT-S1模型相比，CSUH模型砂土参考线ACL

为曲线，可直接用相对孔隙比 ξ 表示砂土的密实状态

量，如图 4 所示。黏土参考线 ACL 为直线，当前状态

与参考线水平距离 lnOCR 和垂直距离 ξ 可以通过三角

形几何关系进行互换，如图 9 所示。 

 
图 9 状态参量 ξ 和 OCR 的换算关系 

Fig. 9 Conversion relationship between state parameters ξ and 
OCR 

黏土的状态参量 ξ和超固结度OCR的换算关系表

达式为： 

expOCR ξ
λ κ

 = − − 
           (30) 

ξ 和 OCR 均能反映黏土的超固结程度，ξ 作为状

态参量能够统一表示黏土和砂土的不同密实状态量。 
如图 10 所示，统一表示黏土和砂土不同密实状态

量的状态参量 ξ，通过作用于状态相关的 MY、Mc、H
方程表达式，使得模型能准确刻画黏土砂土的三个基

本特性[6]。基于此，CSUH 模型能够在统一的模型框

架和统一的计算公式下仅通过调整模型参数便能实现

黏土和砂土应力应变关系的计算。 

 
图 10 状态参量 ξ 在 CSUH 模型中的作用机制 

Fig. 10 The mechanism of state parameter ξ in CSUH model 
在等向压缩条件下CSUH模型计算不同密实度砂

土和不同超固结程度黏土的塑性体积应变增量计算公

式是统一的，表达式为： 

4
p c
v 4

Y 0

dd
1 s

M p
M e p p

λ κε
 −

= ⋅  + + 
         (31) 

结合式(22)、(23)可知，CSUH 模型通过一个状态

参量 ξ，便能够统一计算黏土砂土不同密实状态下的

等向压缩塑性体变。对于塑性剪应变增量的计算，黏

土砂土的剪胀方程也能够统一表达, 如式(32)所示。 

2 2
c

2
Md η

η
−

=                 (32) 

4 模型算例 
本节分别采用 MIT-S1 和 CSUH 模型对 Toyoura

砂(编号 S1)、Lower Cromer Till 黏土(编号 C1)的三轴

不排水和排水试验进行预测对比，以验证基于状态参

量 ξ 的 CSUH 模型计算结果的准确性。MIT-S1 模型采

用了 16 个土性参数计算土的应力应变关系，如表 1
所示。CSUH 模型所需参数更少，仅采用了 8 个土性

参数，如表 2 所示。虽然两个模型对压缩参数 λ 定义

相同，但由于MIT-S1和CSUH模型分别采用了 lne-lnp
和 e- lnp 空间坐标系来描述土的等向压缩路径，因此

两个模型对于相同土的压缩参数 λ，其值是不同的。

表 1 MIT-S1 模型参数 

Table 1 MIT-S1 model parameters 

 ϕcs ϕmr n m′  λ θ D r h Cb v0 ω ωs pref K0NC Ψ 

S1 31° 28.5° 2.45 0.55 0.370 0.2 0 0 0 750 0.233 1 2.5 5500 0.49 50 

C1 30° 42° 0 0.65 0.167 0 0.04 0.8 6.0 450 0.225 0.6 8 1.418 0.5 20 
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表 2 CSUH 模型参数 

Table 2 CSUH model parameters 

 M λ κ v N Z χ m 

S1 1.25 0.135 0.04 0.3 1.973 0.934 0.4 1.8 

C1 1.16 0.064 0.015 0.1 0.775 0.775 0.25 5 

4.1 Toyoura 砂 

(1)三轴压缩不排水 
图 11 为初始孔隙比 e0=0.756 的 Toyoura 砂在不同

围压条件下的三轴压缩不排水试验结果，以及

MIT-S1、CSUH 两个模型预测结果。由图 11 可以看

出两个模型预测结果与试验数据基本吻合，都能够很

好地描述砂土不排水条件下的应力应变关系。但在图

11(b)砂土不排水应力路径的预测中，MIT-S1 模型预

测的不排水路径相变拐点均位于 η=M 处，与试验结果

不符，这是因为 MIT-S1 模型剪胀方程式(28)定义恒定

在 η=M 时发生相变。CSUH 模型考虑了当前状态对特

征状态应力比 Mc 的影响，定义了状态相关的剪胀方

程式(32)，预测结果在 η=Mc 时发生相变。因此与

MIT-S1 模型相比，CSUH 模型能够准确预测砂土相变

的拐点，所预测的不排水路径与试验结果更为相符。 

 

(a) ε1- q 的关系  

 
(b) p-q 的关系 

图 11 e0=0.756 的 Toyoura 砂三轴压缩不排水试验结果和

模型预测结果[14] 
Fig. 11 The undrained triaxial compression test results and model 

simulation results of Toyoura sand with e0=0.756 
(2)三轴压缩排水 
图 12为不同初始孔隙比的Toyoura砂在初始围压

p0=500kPa 下的三轴压缩排水试验结果，以及两个模

型预测结果。由图 12 可见，MIT-S1 模型预测剪缩体

积变形普遍偏小，CSUH 模型预测曲线与试验结果更

吻合。通过对模型预测曲线与试验数据进行 MRE 误

差分析[15]，MIT-S1 模型整体预测曲线误差为 0.21，
CSUH 模型整体预测曲线误差为 0.12。相比之下，

CSUH 模型预测误差更小，结果更加精确。分析其原

因在于，MIT-S1 模型以 LCC 作为判断剪胀剪缩的参

考线定义状态参量 δp，过高估计了砂土的剪胀量，使

得预测结果剪缩变形偏小，强度偏硬，偏危险；CSUH
模型以 NCL 作为判断剪胀剪缩的参考线定义状态参

量 ξ，合理刻画了砂土剪胀性，能够准确描述剪切过

程中的体积变化，预测结果与试验基本吻合。 

 

(a) ε1- q 的关系  

 

(b) ε1-εv的关系 
图 12 Toyoura 砂在 p0=500kPa 下的三轴压缩排水试验结果

和模型预测结果[16] 
Fig. 12 The drained triaxial compression test results and model 

simulation results of Toyoura sand at p0=500kPa 
4.2 Lower Cromer Till 黏土 

(1)三轴压缩不排水 
图 13 为不同超固结度的 Lower Cromer Till 黏土

三轴压缩不排水试验结果，以及 MIT-S1、CSUH 两个

模型预测结果。由图 13 可见，MIT-S1 模型预测曲线

与试验结果吻合的较差，预测强度要明显低于试验数

据，通过对 ε1- q 曲线进行 MRE 误差分析，MIT-S1 模

型预测曲线误差为 0.55。预测曲线误差为 0.21。相比
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之下，MIT-S1 模型预测误差较大，CSUH 模型预测误

差更小，结果更精确。分析其原因在于，正常固结黏

土的不排水应力路径更偏向于椭圆型屈服面，MIT-S1
模型将砂土水滴型屈服面直接应用到黏土，屈服面形

状不能很好的适应正常固结黏土的不排水路径，导致

预测的不排水应力路径与试验数据之间产生偏离。而

CSUH 模型屈服面能够通过调节参数 χ，从水滴型屈

服过渡到椭圆型屈服面，屈服面能够很好的适应砂土

和黏土。 

 

(a) ε1- q 的关系  

   

(b) p-q 的关系 
图 13 Lower Cromer Till 粘土的三轴压缩不排水试验结果

和模型预测结果[17] 
Fig. 13 The undrained triaxial compression test results and model 

simulation results of Lower Cromer Till clay 
(2)三轴压缩排水 
图 14 为不同超固结度的 Lower Cromer Till 黏土

三轴压缩排水试验结果，以及 CSUH、MIT-S1 两个模

型预测结果。由图 14 可见，两个模型预测结果与试验

数据基本吻合，都能较好地描述不同密实程度的黏土

排水剪切条件下的应力−应变特性。 
综上，通过两个模型对黏土砂土试验结果的预测

对比，能够发现由于 CSUH 模型所定义的状态参量 ξ
能够准确统一把握黏土和砂土两种土类的基本特性，

并通过 Mc、MY 简单合理地作用于模型之中，这使得

模型能够在构造简单，仅采用 8 个模型参数的前提下，

模型预测结果做到与试验结果基本吻合。而 MIT-S1
模型所定义的状态参量 δp 不能准确刻画砂土的剪胀

性，对不同土类基本力学特性的共性定量描述还存在

局限，所以只有通过增加模型参数，采用多达 16 个模

型参数来考虑土的各种复杂力学特性(各向异性和小

应变非线性弹性)，以弥补这个不足。但即便是这样也

不能较好地统一描述不同土类的应力应变特性，相比

之下 MIT-S1 模型的预测精度也要低于 CSUH 模型。 

 

(a) ε1- q 的关系 

  

(b) ε1-εv的关系 
图 14 Lower Cromer Till 粘土的三轴压缩排水试验结果和

模型预测结果[17] 
Fig. 14 The drained triaxial compression test results and model 

simulation results of Lower Cromer Till clay 

5  结    论 
本文对比了 MIT-S1 和 CSUH 模型状态参量之间

的区别，分析验证了以 ξ 作为状态参量的 CSUH 模型

的优越性，并得到以下结论： 
（1）基于 δp 的硬化参量 α 没有考虑当前状态对

相变的影响，也没有考虑不同状态土的强度特性对土

剪切硬化的影响。而 ξ 通过状态相关的 Mc和基于伏斯

列夫强度规律的 MY 影响不同状态土的硬化参量 H，

能够准确预测相变转换点和峰值强度点，在描述不同

状态土的剪缩剪胀，硬化软化时，更为合理准确。 
（2）MIT-S1 模型以砂土 LCC 为初始参考线，但
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LCC 不能作为砂土剪缩和发生剪胀的分界线，所定义

的 δp 不能准确刻画砂土的剪胀性。而 CSUH 模型以砂

土NCL为初始参考线所定义的状态参量 ξ能够准确地

定性定量刻画砂土的剪胀性。 
（3）MIT-S1 模型采用了两套不同表达的状态参

量，不能完全统一描述黏土砂土的应力应变关系。

CSUH 模型统一了状态参量 ξ 的表达式，能够统一表

示黏土砂土不同密实状态量。相比之下 CSUH 模型真

正实现了黏土砂土的统一。 
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附录 A  
c 的表达式为： 

2 2
2 2 2 3m

3 32
m

8sin 63
2 3 sin 18η η

φ
η

φ
 

= + − = =  + 
， ，a

a a
cc c J c J                  

( )° °cs cs
m mrcotan cotan 45 cotan cotan 45

2 2
φ φ

φ φ
    = + + − +    

    

ne

MIT-S1 模型定义临界状态破坏准则为： 
2 2

2 2
2 2 2 cs

a 3 a 2
cs

0

8sin3
2 3 sin

a

h M

MM M J Mη

η

φ
φ

= − =

 
= + − =  + 

，

，
 

MIT-S1 模型边界面插值关系： 

( )
1 22

1
1 1 2

1

1 1
1-

lg g gl l A A A
p p p l c

η ∂ ∂ ∂
= − + = + − ∂ ∂ ∂  

Ⅰ 0 Ⅰ
Ⅰ 0，

式中：ϕmr 为孔隙比 e=1 对应的最大摩擦角，ϕcs 为临

界状态摩擦角，n 为材料常数控制最大摩擦角 ϕm随当

前孔隙比 e 变化的速率。 
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