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基于超对偶数微分的无约束应力更新算法

路德春*1，石安毓 1，周鑫 2，杜修力 1

 (1. 北京工业大学岩土与地下工程研究所，北京 100124；2. 清华大学土木工程系，北京 100084)

摘  要：加卸载判断和繁琐的解析求导运算一直是制约先进弹塑性模型数值应用的瓶颈问题。研究提出一种基于超对

偶数微分方法的无约束应力隐式更新算法，有效解决了上述计算难点。针对加卸载判断问题，新算法利用光滑函数代

替弹塑性本构方程组中的 Karush-Kuhn-Tucker条件，将受不等式约束的非线性应力积分方程组问题，转化为无约束的

最小化问题，计算时无需加卸载判断。针对导数计算问题，新算法利用超对偶数微分方法代替解析求导，获得光滑函

数的 1 阶导数以及塑性势函数的 1 阶和 2 阶导数，用于构造非线性计算的迭代公式，以保证局部应力更新迭代和全局

平衡迭代的二次收敛速度。数值算例表明，相较于其它数值微分方法，超对偶数微分方法不受截断误差和减法消去误

差影响，计算结果等同于解析求导。最后，基于所提算法编写了光滑莫尔库伦塑性模型的 UMAT 子程序，并通过 3
个典型边值问题的数值分析，验证了算法的有效性和收敛性速度。
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Abstract: The loading/unloading judgment and analytical derivative operations have been the bottlenecks restricting numerical 

application of elastoplastic models. This work presents an unconstrained implicit stress update algorithm based on the hyper dual 

step derivative approximation, which solves the above calculation difficulties. Contrapose the problem of loading/unloading 

judgment, in the new algorithm, the nonlinear stress integral equations with inequality constraints are transformed into an 

unconstrained minimization problem by using the smooth function to replace the Karush-Kuhn-Tucker conditions. Thus, there is 

no need for loading/unloading judgement during the calculation. To solve the problem of derivative evaluation, the algorithm 

uses the hyper dual step derivative approximation instead of the analytical derivative to obtain the 1st derivative of smooth 

function and the 1st and 2nd derivatives of plastic potential function, which are used to construct iterative formulas for nonlinear 

calculation, ensuring the quadratic convergence speed of local stress update iterations and global equilibrium iterations. Numerical 

examples demonstrate that, compared with other numerical differentiation methods, the hyper dual step derivative approximation 

is free from truncation errors and subtraction cancellation errors, and its computational results are almost equivalent to analytical 

derivation. Finally, based on the proposed algorithm, a UMAT subroutine of smooth Mohr-Coulomb plastic model is 

programmed. The effectiveness and convergence speed are verified through numerical analyses of three typical boundary value 

problems.

Key words: stress update algorithm; plastic model; hyper dual number numerical differentiation; consistent tangent stiffness 

matrix; finite element method.

0  引    言
弹塑性应力应变关系[1,2]通常用微分的形式来描

述，在边值问题的数值计算中，需要结合特定积分策
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略，将其转换成代数方程进行求解。本构模型的数值

算法也被称为应力更新算法或者本构积分算法[3]。基

于选择的积分策略，应力更新算法可划分为显式和隐

式两类。常用的显式积分策略有向前欧拉法、改进欧

拉法[4]、指数映射法[5, 6]以及龙格-库塔法[7]，隐式的

积分策略包括向后欧拉法[8]、广义中点积分[9]、广义

梯形积分[10]等。由于隐式应力更新算法一般是无条

件稳定的[11, 12]，并且不存在显式算法的误差累积，

在弹塑性模型的数值计算中得到了广泛应用。

弹塑性模型的隐式计算，其核心任务是求解受加

卸载不等式约束的非线性应力积分方程组。返回映射

应力更新策略是处理加卸载不等式的常用计算框架，

它首先假设在当前荷载步下，材料只发生弹性变形，

并根据弹性虎克定律计算得到试探应力点。如果试探

应力点在屈服面内部，说明假设正确，当前荷载步是

弹性加载，否则便是塑性加载，需要采用塑性修正将

应力点拉回到真实的屈服面上。返回映射策略已经被

众多经典的应力更新算法所采用，例如最近投影点算

法[13]、切平面算法[14]、半隐式算法[15]等。然而，由

于这种计算范式需要进行加卸载判断，增加了弹塑性

计算的复杂性。从数值优化的角度，国内外学者尝试

将弹塑性问题中的不等式约束转换成等式约束，避免

计算时的判断步骤。例如，Krabbenhoft 等[16]利用结

合罚函数的原始-对偶内点法，将弹塑性有限元问题

转换为等价的二阶锥规划问题求解，并探讨了该算法

对于理想塑性、软化塑性以及多屈服面塑性等问题的

有效性。以修正剑桥模型为例，Zhou 等[17]利用光滑

函数等价代替 Karush-Kuhn-Tucker（KKT）条件，将

非光滑的弹塑性问题转换成无约束的最小化问题，发

展了一种无约束应力更新策略，计算时不用加卸载判

断，为弹塑性模型的数值实现建立了更简洁的计算框

架。

另一方面，非线性应力积分方程组一般需要迭代

求解，该过程需要方程组的导数构造迭代公式。当本

构模型较为复杂时，手动的解析求导会愈发困难，且

容易出错[18]。鉴于此，研究者们陆续采用数值微分

方法代替繁琐的解析求导。如向前差分方法

（forward difference method，FDM）、中心差分方法

（central difference method，CDM）、复数微分方法

（complex step derivative approximation，CSDA）和

超对偶数微分方法（hyper dual step derivative 
approximation，HDSDA）。Pérez 等[18]将 FDM 和

CDM 用于弹塑性模型的隐式计算，并指出数值的切

线算子可以保证全局和局部迭代计算时的二次收敛速

度。Choi 和 Yoon[19]利用 CDM 改进了经典的隐式返

回映射应力更新算法，并求解了相关联和非关联流动

的各向异性塑性模型。Zhou 等[20]利用 CSDA 计算一

致性切线刚度矩阵，提出了一种隐式应力更新算法，

并用于塑性损伤模型的数值实现。数值微分方法可有

效降低复杂模型的实现难度。然而误差分析[20]指出，

FDM、CDM、CSDA 的微分结果会受到数值误差的

影响，主要包括截断误差和减法消去误差。随着扰动

值减小，前者逐渐减小而后者则会不断增大，使用这

些方法时需要小心选择扰动值。HDSDA 是一种近年

来新提出的高精度数值微分方法，其微分结果不受上

述两种数值误差的影响，等同于解析导数，但该方法

在弹塑性模型中的应用，尚未得到足够重视。

本文首先以莫尔库伦塑性模型为例，回顾了弹塑

性模型的隐式应力积分格式。接着，通过无约束应力

更新策略将其转换为无约束最小化问题，并采用线搜

索方法进行迭代求解。进一步，利用 HDSDA 代替解

析求导，获得了高精度的数值雅克比矩阵和一致性切

线刚度矩阵。基于所提算法与 ABAQUS 软件平台，

编写了莫尔库伦塑性模型的 UMAT 子程序。最后，

通过对悬臂式基坑开挖、条形基础承载力预测等边值

问题的数值模拟，检验了所提算法的正确性和有效性。

1.光滑的莫尔库伦塑性模型
本章简要概述了经典的莫尔库伦塑性模型，该

模型具有清晰的物理含义和广泛的应用场景，因此选

择其作为本文所提算法的应用对象。

1.1 屈服函数

莫尔库伦屈服准则可表示为应力不变量的函数：

(1) mcf R q Mp K  

式中，p和 q分别代表平均应力和广义剪应力。

(2)1 3: :
3 2

p q σ 1 s s,

其中， 为 2 阶应力张量， 为 2 阶单位张量，σ 1
是偏应力张量。本文规定以拉为正，以压p s σ 1

为负。参数 M和 K由黏聚力 c和内摩擦角确定：

(3)
   

6sin 6 cos
3 sin 3 3 sin 3

cM K 
 

 
 

,

式中，黏聚力 c被用作硬化函数，表示为：

(4)p
0 p dc c H  

式中， 为初始黏聚力， 为等0c  p p p
d v2 3 3  ε 1

效塑性剪应变， 为塑性体积应变， 表示塑性硬p
v pH

化模量。 是屈服函数在偏应力平面上的形状 mcR 
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函数。

(5)   
 

 
 MC

1 sin 3 sin
sin cos

3 sin 3 3 sin
R

 
  

 
 

 
 

式中， 为洛德角：

(6)3
3 2
2

1 3 3arccos
3 2

J
J


 

   
 

式中， 和 是偏应力 的第 2 和第 3 应力不变量。2J 3J s

原始的莫尔库伦屈服准则在偏应力平面上有 6 个

非光滑的角点，如图 1 所示。角点处导数的剧烈变化，

可能导致迭代计算收敛缓慢甚至失败。本文采用张等

人[21]提出的光滑的 函数代替式(5)，其形式为： mcR 

(7)   1
1cos arccos cos3
3 6mc wR         

式中， 为屈服面的光滑参数， 时，式 1 0  1  ， 1 0 

(7)将退化为原始的莫尔库伦屈服准则。本文推荐

。参数 和 定义为：1 0.999  w 

(8)
 

1 6 sin
,  1 ,  arctan

3cos 1
6

w w w

w


   

 
   



 
    

  

3
2

1
1
0.99
0.9
0.6
0













1

2 3

O

(a) 主应力空间 (b) 偏平面

图 1 莫尔库伦屈服函数
Fig. 1 Mohr-Coulomb yield function

1.2 塑性势函数

本文采用双曲线形式的 Menetrey-Willam 函数[22]

作为塑性势函数，与 ABAQUS 软件材料库中莫尔库

伦模型的选择一致，其表达式为

(9)   2 2
0 0tanmwg c R q p c   ò

式中， 为剪胀角， 为子午线的偏心率， 默认为 ò ò
0.1。 控制着塑性势函数在偏平面上的形状。mwR

(10)
   

   

 

2

22 2
MC

2 2 2

1
2 1 cos 2 1

4 1 cos 2 1 ,
3

4 1 cos 5 4

mwR e e

e e R

e e e


 



 
  

     
 

  

式中， 为 时 的值， MC 3,R   3   MCR 
为偏心率参数， 和 表示为： 0.5  1e ，  MC 3,R   e

(11)MC
3 sin 1 1,  , tan
3 sin 3 2cos 6

e R   
 

       

2.无约束应力更新算法
岩土材料具有非线性特性，其塑性模型一般通过

微分来描述应力-应变关系，具体如下：

(12)

 p

p

p

d : d d

d d
d d
d 0,  0, d 0 KKTf

h
f


 
 

  

 



   

σ ε ε

ε r

D

化

条件

胡克定律

流动法则

硬规律

式中， 为四阶弹性刚度张量， 为微分算子， 和D d ε
表示 2 阶应变张量与其塑性部分， 为塑性乘子。pε d
是塑性流动方向， 。 表示塑性内变量，r g  r σ 
是塑性内变量的梯度。对于 1.1 节中介绍的莫尔ph

库伦塑性模型， ， ，屈服函数 和p
d  ph g q   f

塑性势函数 的表达式见式(1)和式(9)。式 (12)4是弹g
塑性模型的加载/卸载不等式，也称为 KKT条件。

基于向后欧拉方法，将式(12)在时间域 1,  n nt t 

上积分，可得以下的非线性隐式应力积分方程组：

(13)

 1 1 1 1

p
1 1 1

1 1 1 1

:

0
0,  0,  0

n n n n n

n n n n

n n n n

h
f f



  
 

   

  

   

      
    
    

σ σ ε r 0D

KKT条件对材料在加/卸载时允许应力和应变状态进

行了限制。即在弹性情况下，要求 和1 0n  
，在塑性情况下，要求 和 。1 0nf   1 0n   1 0nf  

2.1 线搜索-无约束应力更新算法

本节采用 Zhou 等[20]提出的线搜索-无约束应力

更新算法求解式(13)。该算法的核心思想是，首先利

用 Fischer-Burmeister光滑函数等价代替式 (13)3中的

KKT条件，将受约束的非线性方程组问题转化为无

约束的最小化问题，再采用线搜索方法迭代求解。

Fischer-Burmeister光滑函数的表达式为：

 2 2
d 1 1 2 d 1 12 0n n n nF c f c f            

(14)
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式中， 是平衡量纲的参数， ,dc  d 1max ,1nc  σ 2

是光滑参数，控制着光滑曲线与 KKT条件的逼近程

度，它的推荐值为 ,如图 2 所示。15
2 10 

利用式(14)代替式 (13)3，可得

(15)  
 

 

1 1 1 1

p
1 1 11

2 2
d 1 1 2 d 1 1

:

0
02 0

n n n n n

n n n nn

n n n n

h

c f c f



  

  

   

  

   

                  
   

         

σ σ ε r 0
f x

D

式中，为 。在无约束应力更   1 1 11 , ,n n nn      x σ
新策略中，材料无论是弹性变形还是塑性变形，其应

力-应变行为都可以用一组光滑方程组统一描述。这

种计算范式避免了弹塑性应力更新时的加卸载判断问

题。

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

塑性乘子

2 0.003 

2 0.015 

2 0.05 

2 0.12 

2 0.24 

图 2 不同 值下的平滑曲线2
Fig. 2 Smooth curves with the different values of β2

在数值优化领域，由式(15)定义的光滑非线性方

程组问题等价于如下的无约束的最小化问题。

(16)        1 1 1
1min  
2

T
n n n   x f x f x

式中， 是最小化问题的价值函数，其在多维空间中
的最小值点 也是非线性方程组  1 0n  x

的解。    1n f x 0
采用线搜索方法构造求解式(16)的迭代公式，具

体形式如下：

(17)     1

1 1

k k kk
n n n

 
 x x d

式中， 和 分别为第 k次迭代中的搜索步长和k  kd
搜索方向， 由牛顿法的搜索方向确定： kd

(18)      1

1 1

kk

n k n



 
 d J f x

式中， 为雅可比矩阵，是非线性方程组 对 J   f x

变量 的导数。搜索步长 可通过下列的迭代公式 x k
和接受准则确定：

(19)

 
   

 
   1

1 2 0  

0
max ,

0

k
jk

j k
j

k k
j j k

j

IF
Accept and exit

ELSE

 


 


 

  

 

 


     
   

式中， 的初始值设为 1。 和 是算法参数，它0
k  

们的推荐值为 ， 。线搜索算法通过优410  0.1 
化搜索步长提高解的收敛性，可视为牛顿算法的改进

版。当 时，线搜索算法会退化为标准的牛顿算1k 
法。

2.2 局部迭代和全局迭代的切线算子

在弹塑性模型的隐式计算中，需要采用相应的切

线算子保证局部迭代和全局迭代解的二次收敛性。对

于局部（积分点）层面，要求的是非线性应力积分方

程组的雅可比矩阵，在全局（结构）层面，则是一致

性切线刚度矩阵。这两种切线算子均由大量的导数项

构成，式(18)中雅可比矩阵 的导数项表示为： J

(20)    p p
p

: : :

1h h h

F F F

 


 


 

       
                 

   
    

r r r
σ

f x
J

x σ

σ

I D D D

式中， 为 4 阶单位张量。为便于书写，上式省略了I
下标 。 ， ， ，1n  g  r σ ph g q   F σ

和 为一阶导数项；F   F  
， ， 和 2g      r σ ph   ph σ

为二阶导数项。2 2g    r σ σ
考虑独立变量 ， ， 和 ，对式1nσ 1n  1n  1nε

(15)进行全微分可得：

(21)

  1

1

1 1

11 12 13

21 22 23

31 32 33 1

d d
d 0 0 0

0 0d 0

d
0
0

n

n n

n

A A
A A








 



    
        
         

   
     
     

σ ε0 0
J 0

0

A A ε
A
A

D

A

式中， 是 6×6 的矩阵，称为一致性切线刚度矩 11A

阵。

(22)1
11

1

d
d

CTO n

n





 
σ
ε

D A

图 3 显示了应力更新步骤，由于采用了无约束应

力更新策略，计算过程无需加卸载判断。
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0 : 数据传入

p
1, , , ,n n n n n σ ε ε ε

   

trial
1 1

0 0
1 1
0 0 0

1 1 11

:

,  0,  0

, ,

n n n

n n n

trial
n n nn

k  

 

 

 

  

  

   

 

σ σ ε

x σ

D

1: 初始迭代点

4: 结果传出

1 1 1, , , CTO
n n n  σ ε D

     
max

1 2 0  k k
j j

and j j

    



maxor  k k

 
   

    

+1

2

+1 1 +1

0
max ,  

0

1
2

k k
j j k

j

k k k k
j n j


 

  

  

    
  

 f x d

3C(1) : 更新迭代步长
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1

1

2

1

10  ,  1
2

1
2

k
jn

k k

nk

k k k k
j n j

 

  







 

    

 

f x

d f x f

f x d

3B: 基于线搜索的塑性修正

     1

1 1
=k k kk

jn n 

 
x x d

3C(2) : 更新迭代步

1j j 

Yes

No

No

Yes

3A: 状态更新

   1 1 1 1

1
p p

1 1 1

1 1 11
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图 3 算法流程图
Fig. 3 Algorithm flow chart

值得强调的是，对于弹塑性模型而言，推导雅可

比矩阵和一致性切线刚度矩阵中的导数项是一项相当

复杂的工作，本文将采用 HDSDA 代替解析求导，具

体做法在第 3 章中会详细阐述。

3. 超对偶数微分方法
3.1 超对偶数的基本定义

超对偶数是由 Fike[23]提出的一种广义复数，它

具有 1 个实部和 3 个虚部。对于任意两个超对偶数，

1 2 1 2 10 2 10 1 2 3 1 2 23a a a a a b b b b b            和，

当且仅当它们的实部和虚部都对应相等时， 和 相a b
等，即 。 和 是超对0 0 1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b a b    1 2
偶数的单位虚数，满足如下性质：

(23)2 2
1 2 1 2 2 10, 0,       

对标量函数 沿着超对偶数的 轴和 轴施 f x 1 2
加大小为 的扰动，并进行泰勒展开可得：h

(24)
 

       
1 1 2 2 1 2

2

1 1 2 2 1 2 1 2 2

d
d

0

d
d

f x h h

f x f x
f x h h h h

x x

   

   

  

  



由于虚部 和 自乘为 0 的性质，式(24)中泰勒1 2
级数的高阶项 精确消失，这也是超对偶数 2 2

1 2h hO
微分方法不受截断误差影响的本质原因。不失一般性，

我们可定义算符 ， ， 和 表示提取任意 1 2 1 2 

超对偶数 实部和虚部的操作：a

(25)1

2 1 2

0 1

2 3

[ ] , [ ] ,

[ ] , [ ]

a a a a

a a a a


  

   

   

通过提取式(24)左侧中 或 的系数，可得函数1 2
的 1 阶导数： f x

(26)

   

 

1

2

1

1

2

1 2 2

1 1 2 2

d
d

f x h h

f x

f x
x h

h
h h





 

 

    

  









同理，提取 的系数可得函数 的 2 阶导1 2   f x
数：

(27)   
1 2 1 1 2 2

2

2
1 2

d
d

f x hf x
x h h

h     
 

式(26)、(27)没有减法操作，故不存在减法消去误差，

同时，由于高阶项精确消失，微分公式也不存在任何

截断误差，这意味着超对偶数数值微分可以选择任意

大小的扰动值。为方便起见，可令 ，由(26)1 2 1h h 
和(27)可得：

(28)
   

 
1

2

1 2

1 2

d
d
f

f x

f

x
x

x





 

 

   









   

(29)
   

1 2

2

1 22

d
d
f

f
x

x
x

       

超对偶数步微分也可用于多元函数求偏导。以双

变量函数 为例，分别用 和 在自变量 的( , )g x y 1h 2h x
轴和自变量 的 轴上进行扰动，进行泰勒展开1 y 2

后，可得：

(30)
 1 1 2 2 1 1

2

2 2 1 2 1 2

, ( , ) ( , )

( , ) ( , )

gg x h y h g x y x y h
x

g gx y h h h x y
y x y

  

  


   


 

 
  

式(30)中，高阶项 同样精确消失。通过提 2 2
1 2h hO

取 ， 和 中各个虚部的系数，可得目标函数1 2 1 2 
关于自变量 和 的 1 阶偏导数以及混合偏( , )g x y x y

2 阶导数：

(31)
 

1 1 1 2 2

1

,( , ) g x h y hg x y
x h

      




(32)
 

2 1 1 2 2

2

,( , ) g x h y hg x y
y h
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(33)
 

1 2
2

1 1 2 2

1 2

,( , ) g x h y hg x y
x y h h

       


 

如果需要计算 的二阶偏导数，例如( , )g x y
。只需将 视为常数，对变量 的 和 轴2 2g x  y x 1 2

施加扰动，最后提取 的系数即可。1 2 

(34)
 

1 2

2
1 1 1

2
2

1 2

( ,( , )) x h hg x y g y
x h h

   




 

3.2 数值算例

影响数值微分结果精度的误差主要包括截断误差

和减法消去误差。随着扰动值的减小，前者逐渐降低，

而后者则会增加。相较其它数值微分方法，HSDSA
的优势在于微分结果不受这两种数值误差的影响。

表 1 中总结了四种数值微分方法的微分公式，表

中 表示提取复数虚部的操作符。下面通过 1 个标 
i

量函数的求导问题，说明各种方法的性质差异。目标

函数为 ，目标问题是计算   23 3sin tanxf x x xe 

在点 处的 1 阶和 2 阶导数。其中，数值 f x 8x 
导数计算结果的相对误差定义为

/数值解解析解解析解

表 1不同方法的微分公式

Table 1 Differentiation formulas for different methods

数值微分方法  d df x   截断误差  2 2d df x   截断误差

FDM
( ) ( )f x h f x

h
   O h 2

( 2 ) 2 ( ) ( )f x h f x h f x
h

     O h

CDM
( ) ( )

2
f x h f x h

h
    2O h 2

( ) 2 ( ) ( )f x h f x f x h
h

     2O h

CSDA  
h

hf x   


i i  2O h    2

2 hf x f x
h

      


i i  2O h

HDSDA
 

1 1 1 2 2

1h
f x h h        无

 
1 2 1

1 2

1 2 2

h
f

h
x h h        

无

图 4 显示了扰动值对于不同方法的数值误差的影

响规律。当扰动值 h较大时，减法消去误差影响较小，

截断误差在总误差中占主导地位。随着扰动值 h降低，

与 h大小正相关的截断误差开始减小，因此

FDM、CDM 的总数值误差不断降低。随着 h继续减

小，截断误差的影响不断降低，减法消去误差开始在

总误差中占主导地位，FDM 和 CDM 的数值误差转

而开始增加。

10-1610-1210-810-4100

扰动值 h

10-20

10-10

100

1010

1020

相对
误差

FDM
CDM
CSDA
HDSDA

(a) 1 阶导数

10-1610-1210-810-4100

扰动值 h

10-20

10-10

100

1010

1020

相对
误差

FDM
CDM
CSDA
HDSDA

(b) 2 阶导数

图 4 误差随扰动值 h的变化规律
Fig. 4 Errors change with the perturbation value h

CSDA 的 2 阶导数数值误差规律与 FDM 和

CDM 的类似，但其 1 阶导数的数值误差，在扰动值

较小时接近计算机精度。这是因为 CSDA 的 1 阶导

数公式没有减法运算，故不受减法消去误差的影响。

HDSDA 中既没有减法运算，也不存在截断误差，因

此其总数值误差与扰动值 h无关，始终维持在计算机

精度附近。

3.3 基于超对偶数微分的本构方程导数计算

本节将详细介绍使用 HDSDA 求解 2.2 节中雅可
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比矩阵 的 1 阶和 2 阶导数项，一致性切线刚度矩 J

阵可由雅克比矩阵进行矩阵运算后获得。为方便起见，

扰动值 和 均设为 1。1h 2h
首先计算光滑函数 的 1 阶导数项，即F F σ

， 和 。 是 6×1 的矩阵，计算其F   F   F σ
第 个分量 时，需将变量 的 轴的虚部值i iF   i 1
置为 1，即 ，再利用算符 提取出屈服1i

  σ σ e
1


函数在 轴的虚部系数即可：1

(35) 
1 1,  ,i

i

F F  


  


 
  σ e

式中， 是为 6×1 的单位向量，其中第 个分量为ie i
1，其余分量为 0，例如： 。同理， 2 0,1,0,0,0,0 Te
依次将求导变量 和 的 轴的虚部值置为 1，可  1
得：

(36) 
1 1,  ,F F  


 


 


  σ

(37) 
1 1,  ,F F  


 


 


  σ

下面计算塑性势函数 的 1 阶和 2 阶导数项。g
对于 和 ，由于 也是 的导数，因此可r  r  r r
同时对变量塑性势函数 中的变量 和 进行扰动。g σ 
通过将变量 的 轴和变量 的 轴虚部值分别置i 1  2
为 1，代入 中，并利用算符 和 提取出对应g 1 2
的虚部：

(38) 
1 1 1,  i i

i

gr g  


 


   
  σ e

(39) 
1 2

2

1 1,  
i

i
i

gr g   
  


        σ e

式中， 和 分别是 和 的第 i个分量。ir ir   r  r

同理，对于 和 ，将变量 的 轴和变ph ph   q 1

量 的 轴虚部值置为 1，代入 并提取其对应的 2 g
虚部：

(40) 
1

p
1 2,  ,  ,  ggh p q

q    
  


   

(41) 
1 2

p 2

1 2,  ,  ,  h g p q
q

g    
 

 
  

 



   

是 6×6 的矩阵，计算其第 i行、2 2g    r σ σ

第 j列个元素时，需将 的 轴和变量 的 轴虚i 1 j 2

部值均置为 1，并用算符 提取 的虚部：
1 2  g

(42) 
1 2

2

1 2 ,  
i

i
i j

j j

r gg
  

 



     

 



 σ e e

在计算 时，需注意 q和 相 p 2=h g q    σ σ σ

互耦合，扰动操作需依次进行：首先将 的 轴的i 1
虚部值置为 1，然后使用扰动后的应力 计算得到σ
应力不变量  ,  p q   

(43)1 ,  i p q      σ σ e 和

然后将 的 轴的虚部值置为 1，最后通过算q 2
符 提取得到 2 阶混合偏导数值：1 2 

(44) 
1 2

2

2,  ,  ,  
p

i i

gh g p q
q    

 
   

   
   

至此，通过采用 HDSDA 方法，已获得雅可比矩

阵中所有的导数项，并且计算结果不会受到截断误差

和减法消去误差的影响。

3.4 超对偶数微分方法的实现

与常用的复数不同，主流计算机语言（例如

C/C++、Python /Java /Fortran）的开源库中并未提供

超对偶数的数据类型。然而，基于 Fortran 的面向对

象的程序设计思想，研究者们可自定义和封装超对偶

数微分方法：

(1) 在 Fortran 编程语言中，可使用 TYPE 语句来

创建包含四个双精度变量的自定义数据类型，这些变

量可分别表示超对偶数的实部和三个虚部。接着，使

用 INTERFACE 语句，令编译器正确调用自定义函数

与子程序，实现超对偶数的运算。Fortran 编程语言

支持“函数重载”和“算符重载”的功能。这种编程

技术允许编程者使用相同的函数名或运算符，并且会

根据参数的类型不同，运行其自定义的函数和算符功

能。利用这种方法，可以在超对偶数之间使用原本用

于实数的运算符号（如“+”和“-”等）进行计算。

(2) 使用 MODULE 语句可将超对偶数相关的变

量类型、运算规则和函数组合在一起，将它们整合为

一个完整的“对象”，得到一个完整的超对偶数模块。

使用超对偶数微分时，只需在目标 Fortran 程序中插

入该模块即可调用。

(3) 链接好封装好的超对偶数模块后。在主程序

中调用时，将待求导的变量声明为超对偶数类型。完

成目标函数的计算后，通过式(28)和(29)提取计算结

果的虚部值，便可得到其 1 阶和 2 阶导数。

本文不再赘述相关编程细节，读者可参考 Zhou
等[24]在文献中提供的超对偶数 Fortran 开源代码。

4. 数值算例
本章基于所提的算法，编写了光滑莫尔库伦模型

的 UMAT 材料子程序，并用其开展了 3 个边值问题

的数值分析，计算结果与 ABAQUS 内嵌的莫尔库伦

模型进行了对比，以评估所提算法的正确性与计算效
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率。

4.1 悬臂式基坑开挖模拟

第 1 个算例是岩土工程中常见的基坑开挖问题。

图 5(a)显示了该数值算例的几何信息及边界条件，基

坑开挖宽度 20m，开挖深度 10m，墙体宽度 1m，总

长 20m。土体弹性模量 沿深度 线性增加，E z
，其余模型参数如表 2 所示。6000 6000  (kPa)E z 

图 5(b)为开挖结束时基坑的等效塑性应变云图，由图

可见，基坑开挖后土体向内侧移动，基坑底面隆起变

形约为 25cm，周边土体沉降约为 5cm。

80 m

20
 m

20 m

80
 m

U2
-0.05 0.180.03 0.10 0.25

(a)几何和边界条件 (b)模拟结果

图 5 悬臂式基坑开挖模拟
Fig. 5 Cantilever foundation pit excavation simulation
图 6 给出了本文算法与 ABAQUS 内嵌莫尔库伦

模型的结果对比。两者预测的在墙体水平位移和墙体

竖向应力，几乎完全一致，并且较好反映了基坑开挖

后支护墙体的变形与受力特征，验证了用所提算法以

及 UMAT 子程序的正确性。

0 5 10 15 20
深度 /m

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

位移
/m

ABAQUS
UMAT

(a) 墙体水平位移

0 5 10 15 20
深度 /m

-8000

-5500

-3000

-500

2000

4500

7000

应力
/P

a

ABAQUS-Back
UMAT-Back
ABAQUS-Front
UMAT-Front

(b) 墙体竖向应力分布

图 6 墙体位移和内力分布对比
Fig. 6 Comparison of wall displacement and internal force 

distribution

4.2 在拉剪荷载作用下的圆柱

接下来的算例是承受拉剪荷载作用的圆柱体，该

算例能产生较为复杂的应力路径[8]，以充分检验新算

法在各种应力条件下的性能。数值算例的边界条件见

图 7(a)。圆柱的横截面半径为 0.05m，高为 0.2m。底

面完全固定，顶面允许水平方向移动，侧面为自由边

界，没有约束压力。数值模拟时，通过如图 7 (b)所
示的参考点，对顶面施加 0.03m 的水平位移荷载。

由图可见，塑性变形主要集中在圆柱上下端部的受拉

一侧。

0.1 m

u

3

1
2

0.0
5 m

R 

p
dε

0.000

0.140

0.112

0.084

0.056

0.028

  0,0,0.25参考点

(a) 几何和边界条件 (b) 模拟结果

图 7 拉剪荷载下的三维圆柱体
Fig. 7 A 3D cylinder under a tensile-shear load

本节基于该算例评估了数值一致性切线刚度矩阵

的收敛速度。图 8 显示了基于 HDSDA 和解析求导得

到的一致性切线刚度矩阵在全局迭代计算所需的迭代

次数、消耗的 CPU 时间以及收敛速度。由 HDSDA
获得的数值一致性切线刚度矩阵，其迭代次数和收敛

速度，均与解析一致性切线刚度矩阵的完全一致，验

证了 HDSDA 的有效性。此外，相较于解析求导，

HDSDA 在求导时通常耗时更多，因此数值一致性切

线刚度矩阵的 CPU 耗时要高于解析的一致性切线刚

度矩阵。然而，HDSDA 的主要优势是在于避免了繁

琐的解析求导运算，并且计算结果不受传统数值微分

方法中存在的数值误差影响，可有效降低复杂本构模

型在数值应用时的难度。

0 20 40 60 80 100
荷载占比值 /%

0
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7

8

迭代
步

 11
 34

CPU  63.9s

增量步:

迭代次数:

运行时间:

(a) 基于 HDSDA的一致性切线刚度矩阵的应力更新算法
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荷载占比值 /%
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8

迭代
步

 11
 34

CPU  42.8s

增量步:

迭代次数:

运行时间:

(b) 基于解析一致性切线刚度矩阵的应力更新算法

4 7
迭代次数

10-8

10-6

10-4

10-2

100

归一
化后
的残
余应
力

解析求导

超对偶数微分

(c) 临界节点处的归一化残余应力

图 8 解析和数值一致性切线刚度矩阵的收敛性对比
Fig. 8 Comparison of convergence behavior of analytical and 

numerical CTOs
4.3 条形基础的承载力预测

最后一个算例为条形基础的承载力预测，其特点

是地基边缘处的应力集中与强烈的主应力旋转，易导

致迭代计算不收敛。图 9 显示了数值算例的几何形状

和边界条件，竖向位移荷载 由基础顶部向3 0.3mu 
下施加。模型参数由表 2 所示，土体重度设为

。318kN m

  　

0.3 m

3 
m

3 m

∆𝒖𝟑

(a) 几何和边界条件

p
dε

1.660.00 1.330.990.660.33

(b) 模拟结果

图 9 条形基础承载力模拟

Fig. 9 Strip foundation bearing capacity simulation
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91
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图 10 位移-反力曲线对比
Fig. 10 Displacement-Reaction force curves
表 2 用于边值问题数值分析的模型参数

Table 2 Model parameters used in the numerical analytical 

boundary problems

边值问题 kPaE  0 kPac     p kPaH

基坑开挖 66000 0.2 0.1 30 0.1 1E-8

3D 圆柱 30000 0.3 50 12 0.1 1E-8

条形基础 30000 0.3 0.1 30 0.1 1E-8

图 9 给出了计算终止时地基的等效塑性应变云图。

值得强调的是，实际建模过程中没有建立条形基础的

有限元模型，而是通过对基础底面处的土体施加竖直

向下的位移，模拟基础对土体的作用。加载初期，塑

性区从基础右侧向下发展，逐渐形成连续的滑动面。

随竖向位移荷载增加，沿基础右侧土体发生竖向剪切

破坏。基础顶部中心的位移-反力曲线如图 10 所示，

条形基础开始失去稳定性的拐点约为 0.07m，对应的

基础极限承载力约为 96kN/m。图 10 对比了

ABAQUS 和 UMAT 的计算结果，二者几乎完全一致，

再次验证了所提算法的有效性。

5. 结论
加/卸载判断问题与高精确的导数评估问题一直
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制约着先进弹塑性模型的数值应用。本文将超对偶数

微分方法与无约束应力更新算法相结合，提出了一种

新的隐式应力更新算法，用以克服上述计算难点。此

外，利用该算法编写了莫尔库伦塑性模型 UMAT 子

程序，开展了不同边值问题的数值试验，计算结果与

ABAQUS 默认算法进行了对比，验证了所提算法的

正确性与收敛性。主要研究结论如下：

(1) 弹塑性模型的控制方程组中存在加卸载不等

式的约束，导致应力更新计算时，需要进行加卸载判

断，增加了弹塑性计算的复杂性。本文算法基于无约

束应力更新策略，将非光滑的弹塑性问题转化为无约

束最小化问题，并结合线搜索方法进行求解，避免了

应力更新时的加卸载判断，有效简化了弹塑性模型数

值实现的计算流程。

(2) FDM、CDM 以及 CSDA 等传统数值微分方

法的计算结果存在截断误差和减法消去误差，使用时

需小心选择扰动值，以避免数值误差的影响。本文算

法采用超对偶数微分方法代替解析求导，计算结果不

受这两种数值误差影响，几乎实现了无误差的微分计

算，由此获得的非线性方程组的雅克比矩阵和一致性

切线刚度矩阵，可保证迭代计算的二次收敛性。但需

要注意，使用前需利用 Fortran 语言的函数重载和算

符重载功能来定义超对偶数的基本性质与运算规则。 
(3) 本文算法避免了返回映射算法中的加卸载判

断步骤，也无需繁琐解析求导运算，可有效降低复杂

模型隐式计算的难度。基于算例分析表明，所提算法

的计算结果不仅与 ABAQUS 默认算法相一致，且在

全局平衡迭代中展现出了相同的收敛速度，验证了算

法的正确性与有效性。后续将尝试利用该算法继续求

解更具挑战性的本构模型，如塑性损伤模型、各向异

性模型、水力/热力耦合模型等。
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