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摘  要：本文发展了一种新型边界元法，精准计算基础载荷作用下倾斜层状地基附加应力和沉降。该边界元法采用作

者最新发展的横观各向同性层状材料基本解，8 结点等参单元离散加载域及其附近区域的边界，6 结点无穷单元离散远

场边界。引入结点位于单元内部的不连续单元，消除边界积分方程自由项系数的求解困难，给出离散边界积分方程中非

奇异和奇异积分的数值计算方法。数值验证表明发展的数值方法具有很高的计算精度和效率。算例分析详细揭示了层

状岩土材料各向异性和倾斜分层对弹性场的影响。 

关键词：倾斜层状地基；横观各向同性；边界元法；附加应力和沉降 

中图分类号：O34         文献标识码：A          文章编号： 

作者简介：肖莎（1994—），女，博士，助理研究员，主要从事非均匀岩土介质弹性力学和边界元法等方面的研究。E-

mail: xiaosha@bjut.edu.cn。 

Precise boundary element method for non-horizontally layered foundations and its applications 

XIAO Sha1, YUE Zhongqi2,3 

(1. Key Laboratory of Urban Security and Disaster Engineering of China Ministry of Education, 

Beijing University of Technology, Beijing 100124, China; 2. School of Science, Harbin Institute of Technology, Shenzhen 

518055, China; 3. Department of Civil Engineering, The University of Hong Kong, Hong Kong 999077, China) 

Abstract: This paper develops the new boundary element method (BEM) for accurately calculating additional stresses and 

settlements in non-horizontally layered foundations. The proposed BEM utilizes the fundamental solutions of multilayered solids 

with transverse isotropy (TI) under point-concentrated loads. Eight-noded isoparametric elements are used to discretize a core 

region around the traction area whereas six-noded infinite elements are used to discretize a far-field region beyond the traction 

area. To avoid calculating the coefficient of the free term for the source point at the strike line between the boundary and material 

interface, the discontinuous isoparametric and infinite elements with nodes located within elements are positioned near the strike 

lines. Numerical methods for non-singular and various singular integrals in the discretized boundary integral equations are 

developed. Numerical verification shows that the present BEM has very high accuracy and computational efficiency. Numerical 

examples illustrate the effects of anisotropy and non-horizontal layered structures of the foundations on the elastic fields in detail. 
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0 引言 

建筑物荷载会导致地基应力状态发生变化，进而

引起建筑物沉降。如果在地基岩土体内引起的应力过

大，会使建筑物产生较大的沉降和沉降差。地基附加

应力场和沉降的变化规律是地基和建筑物设计的重要

依据。经典计算方法假设地基为线弹性各向同性均匀

介质，采用点集中垂直或水平荷载作用下弹性场的解

析解和积分方法计算不同类型荷载作用下地基内附加

应力场和沉降[1]。 

天然地基是非均匀的和各向异性的。为了便于数

学推导和分析，通常假设地基是分层的。早在 1945 年，

Burminster[2]研究了分布荷载作用下层状地基的弹性

场，Chen[3]发展了均匀矩形荷载作用下各向同性双层

半无限地基内弹性场的解析表达式，Xiao 和 Yue[4]矩
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形荷载作用下双层横观各向材料全空间的弹性解析解，

朱桂春等[5]给出了横观各向同性层状地基变形的近似

解，时刚等[6]发展了饱和层状地基的基本解，Pan[7]发

展了不同类型荷载作用下层状半无限地基的 Green 函

数并详细回顾了这一领域的研究进展。横观各向同性

模型是一种简单的且能反映地基各向异性特点的力学

模型，并在地基分析中被广泛采用[8-11]。 

将基础视为刚性结构或弹性体，艾智勇等[10]研究

了横观各向同性水平层状地基上弹性矩形板的参数的

影响，Poulos[12]研究了点荷载作用下刚性基础置于水

平层状地基之上的弹性场，Chow[13]发展了分析加载域

任意形状的各向同性水平层状地基的数值方法，林皋

等[14]分析了水平层状地基任意刚性基础动力响应，巴

振宁等[15]研究了层状横观各向同性地基上明置条形

基础平面内动力刚度系数。应用弹性力学层状模型，

Yue 等[16]解释了水平层状地基中标准贯入的试验结果，

黄茂松等[17]分析了层状地基中复合地基的水平和摇

摆震动问题，王志新等[18]推导了飞机荷载引起的层状

地基附加应力场。 

现场调查发现，地基土的变形模量通常随深度逐

渐增大，这种现象在砂土中尤为常见。为此，

Selvadurai[19]研究了剪切模量沿深度变化的各向同性

地基中的弹性场，为便于分析，通常假设土体的剪切

模量是深度的幂指数或线性函数。Xiao 等[20,21]研究横

观各向同性层状地基中圆形环状荷载引起的弹性场，

并采用沿深度分层逼近的方法给出了圆形荷载作用下

任意非均质地基的弹性场。 

上述文献分析发现，以往的研究大多将非均匀地

基视为水平层状的或者是沿深度非均匀的。受地基形

成环境影响和建筑物设计要求，层状地基的岩土层界

面往往是倾斜的。一些学者已经研究了各向同性倾斜

层状地基。Almeida 等[22]和 Moser 等[23]采用多区域边

界元法研究了边界荷载作用下半无限双层倾斜地基弹

性场。Xiao 等[24]发展了单区域边界元法并分析了表面

荷载作用下多层倾斜层状地基弹性场，建议方法采用

了各向同性层状材料基本解，避免了地层界面的离散。 

本文采用作者最新提出的横观各向同性层状材料

基本解[25]发展边界元法，分析了图 1 所示的表面任意

分布形式荷载𝑝(𝑥, 𝑦)作用下倾斜层状地基的弹性场。

倾斜层状地基的边界面（𝑧 = 0）与地层界面之间的夹

角为𝜃，每一层为横观各向同性岩土介质。在发展分析

该问题的边界元法时，基本解直接耦合于传统的边界

积分方程中，在荷载作用区域及其附近区域采用等参

单元离散，在远离该区域的水平边界上采用无穷单元

离散以考虑远场的影响。引入不连续单元考虑材料界

面的影响，给出了离散边界积分方程中各类奇异积分

的精确数值方法。最后开展了本方法的数值验证，分

析了倾角变化对倾斜层状地基的影响，并与均匀地基

和水平层状地基的弹性场进行了对比分析。 

 

图 1 边界荷载作用下横观各向同性倾斜分层地基 

Fig. 1 Non-horizontally layered and TI foundations under the 

action of boundary tractions 

1 倾斜层状地基的边界积分方程 

1.1 横观各向同性层状材料基本解 

最近，Xiao 等[25]给出了点集中荷载作用下横观各

向同性层状无限域的闭合解析解。参考图 1，层状无

限域由 n 层有限厚度层和上下半无限域组成，每一层

为均匀的横观各向同性介质，层与层之间完全粘结，

并且每一层的各向同性面互相平行，层数 n 为任意的

非负整数。图 1 中，每一层的厚度为ℎ𝑗，界面位置用

𝐻0, 𝐻1, ⋯ , 𝐻𝑛表示。在局部坐标系𝑂′𝑥′𝑦′𝑧′下，采用经

典的 Fourier 积分变换和向后传递矩阵技术，并利用材

料界面的连续性条件推导该问题的闭合解析解。为发

展图 1 所示问题的边界元法，需将局部坐标系下基本

解的物理量转换为整体坐标系下对应的物理量。在整

体坐标系𝑂𝑥𝑦𝑧下，基本解的位移和应力分别用

𝑢𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)和𝜎𝑖𝑗𝑙

∗ (𝑃, 𝑄)表示，其中𝑃和𝑄分别为场点和源

点。位移𝑢𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)奇异性的阶数为𝑂(1/𝑟)，应力

𝜎𝑖𝑗𝑙
∗ (𝑃, 𝑄)奇异性的阶数为𝑂(1/𝑟2)，其中 r 为源点 P 和

场点 Q 之间的距离。该解析解可用来发展边界元法分

析各类复杂的层状介质力学问题。 

1.2 倾斜层状地基的边界积分方程 

图 2 为横观各向同性倾斜层状地基的外边界面。

交界面走向线为倾斜层状地基材料界面与边界的交线。

边界面 S 分为两部分：𝑆𝐹和𝑆𝐼，分别表示加载区域和

附近区域以及远离加载区域的远场区域。不考虑体力

情形下，倾斜层状地基的边界积分方程为： 

𝑐𝑖𝑗(𝑃)𝑢𝑗(𝑃) + ∫ 𝑡𝑖𝑗
∗

𝑆
(𝑃, 𝑄)𝑢𝑗(𝑄)𝑑𝑆(𝑄) =

∫ 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)𝑡𝑗(𝑄)𝑑𝑆(𝑄)

𝑆
。                      (1) 
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式中，𝑡𝑗(𝑄)和𝑢𝑗(𝑄)分别为边界场点的面力和位移，

𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)分别为层状无限域基本解的位移和面力。 

 

图 2倾斜层状地基边界面的分区（𝑆 = 𝑆𝐹 + 𝑆𝐼） 

Fig. 2 Subdomains of boundaries on non-horizontally layered 

foundations (𝑆 = 𝑆𝐹 + 𝑆𝐼) 

式(1)中面力𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)能进一步表示为： 

𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄) = 𝜎𝑖𝑗𝑙

∗ (𝑃, 𝑄)𝑛𝑙。                 (2) 

式中，𝑛𝑙(𝑄)为边界场点 Q 处的外法线方向余弦。 

式(1)中𝑐𝑖𝑗(𝑃)为自由项系数，仅与层状材料基本

解面力的渐进状态和源点 P 所处位置的边界几何形状

有关。当源点 P 位于光滑界面且不在层间交界面走向

线时，𝑐𝑖𝑗(𝑃) = 0.5𝛿𝑖𝑗。当源点 P 位于层间交界面走向

线时，计算自由项系数𝑐𝑖𝑗(𝑃)是困难的。本文选用不连

续单元避免了直接计算自由项系数。 

求解式(1)，可获得边界上的位移和面力。地基内

任意点的位移可用下式计算： 

𝑢𝑖(𝑝) = − ∫ 𝑡𝑖𝑗
∗

𝑆
(𝑝, 𝑄)𝑢𝑗(𝑄)𝑑𝑆(𝑄) +

∫ 𝑢𝑖𝑗
∗

𝑆
(𝑝, 𝑄)𝑡𝑗(𝑄)𝑑𝑆(𝑄)。                      (3) 

利用式(3)、几何方程和物理方程，地基内任意点

的应力可用下式计算： 

𝜎𝑖𝑗(𝑝) = − ∫ 𝑇𝑖𝑗𝑘
∗

𝑆
(𝑝, 𝑄)𝑢𝑘(𝑄)𝑑𝑆(𝑄) +

∫ 𝑈𝑖𝑗𝑘
∗

𝑆
(𝑝, 𝑄)𝑡𝑘(𝑄)𝑑𝑆(𝑄)。                    (4) 

式中，𝑇𝑖𝑗𝑘
∗ 和𝑈𝑖𝑗𝑘

∗ 为新的核函数，可用基本解面力

𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)、位移𝑢𝑖𝑗

∗ (𝑃, 𝑄)和物理方程计算得到。 

2 边界积分方程的离散技术 

采用图 3 所示两种 8 结点等参单元离散边界𝑆𝐹。

I型等参单元用于离散远离走向线两侧的核心区域𝑆𝐹。

II 型等参单元为不连续单元，结点 1、5 和 2 的局部坐

标𝜂 = −2/3，用于离散走向线两侧的核心区域𝑆𝐹。以

往的分析揭示，当结点 1、5 和 2 的局部坐标𝜂 = −2/3，

可以取得很好的计算精度[24]。 

 

(a) I 型等参单元            (b) II 型等参单元 

图 3 两种 8结点等参单元 

Fig. 3 Two types of 8-noded isoparametric elements 

I 和 II 型等参单元内任意点的坐标、位移和面力

可由单元的 8 个结点上相应的物理量及其形函数计算

求得： 

𝑥 = ∑ 𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)𝑥𝛼8
𝛼=1 , 𝑦 = 𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)𝑦𝛼, 

𝑧 = ∑ 𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)𝑧𝛼8
𝛼=1 ,         (5a) 

𝑢𝑖 = ∑ 𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)8
𝛼=1 𝑢𝑖

𝛼, 𝑡𝑖 = ∑ 𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)8
𝛼=1 𝑡𝑖

𝛼。(5b) 

式中，(𝑥, 𝑦, 𝑧)为单元内任意点的坐标，𝑢𝑖和𝑡𝑖为单元

内任意点三个方向上的位移和面力，(𝑥𝛼, 𝑦𝛼 , 𝑧𝛼)为 8

个结点的坐标，𝑢𝑖
𝛼和𝑡𝑖

𝛼为 8 个结点三个方向上的位移

和面力，𝑁𝛼(𝜉, 𝜂)为 8 结点等参单元的形函数[24]。 

采用图 4所示的三种 6结点无穷单元离散边界𝑆𝐼。

I 型为连续无穷单元，II 和 III 型为不连续无穷单元。

II 型无穷单元 2 和 3 号结点的局部坐标𝜉 = 2/3，III 型

无穷单元 1 和 4 号结点的局部坐标𝜉 = −2/3。 

 

(a) I 型无穷单元         (b) II 型无穷单元 

 

(c) III 型无穷单元 

图 4 三种类型 6结点无穷单元 

Fig. 4 Three types of 6-noded infinite elements 
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Moser 等[23]详细研究了无穷单元位置对计算结果

的影响。Xiao[24]借鉴了 Moser 等构造无穷单元的方法。

I 型无穷单元布置在远离交界面走向线的区域，II 和

III 型不连续的无穷单元布置在交界面走向线两侧。 

无穷单元内任意一点的坐标、位移和面力可以表

示为 

𝑥 = ∑ 𝑁 
∞

𝛼(𝜉, 𝜂)𝑥𝛼6
𝛼=1 , 

𝑦 = ∑ 𝑁 
∞

𝛼(𝜉, 𝜂)𝑦𝛼6
𝛼=1 ,  

𝑧 = ∑ 𝑁 
∞

𝛼(𝜉, 𝜂)𝑧𝛼6
𝛼=1 。          (6a) 

 𝑢𝑖 = ∑ 𝑁𝛼
𝑢(𝜉, 𝜂) 

∞
𝛼=1,2,5 𝑢𝑖

𝛼, 

𝑡𝑖 = ∑ 𝑁𝛼
𝑡

 
∞ (𝜉, 𝜂)𝛼=1,2,5 𝑡𝑖

𝛼。       (6b) 

式中， 𝑁 
∞

𝛼(𝜉, 𝜂)为无穷单元的形函数， 𝑁𝛼
𝑢

 
∞ (𝜉, 𝜂)和

𝑁𝛼
𝑡

 
∞ (𝜉, 𝜂)为无穷单元位移和面力的插值函数[24]。 

采用上述单元离散边界的核心区域𝑆𝐹和远场区域

𝑆𝐼。边界积分方程(1)的离散形式为： 

𝑐𝑖𝑗(𝑃)𝑢𝑗(𝑃) +

∑ ∑ 𝑢𝑗
𝛼(𝑄𝛼)8

𝛼=1 ∫ 𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)𝑁𝛼𝑑𝑆(𝑄)

𝑆𝐹
𝑒

𝐹𝐵𝐸
𝑒=1 +

∑ ∑ 𝑢𝑗
𝛼(𝑄𝛼)6

𝛼=1 ∫ 𝑡𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄) 𝑁𝛼

𝑢
 

∞ 𝑑𝑆(𝑄)
𝑆𝐼

𝑒
𝐼𝐵𝐸
𝑒=1 =

∑ ∑ 𝑡𝑗
𝛼(𝑄𝛼)8

𝛼=1 ∫ 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄)𝑁𝛼𝑑𝑆(𝑄)

𝑆𝐹
𝑒

𝐹𝐵𝐸
𝑒=1 +

∑ ∑ 𝑡𝑗
𝛼(𝑄𝛼)6

𝛼=1 ∫ 𝑢𝑖𝑗
∗ (𝑃, 𝑄) 𝑁𝛼

𝑡
 

∞ 𝑑𝑆(𝑄)
𝑆𝐼

𝑒
𝐼𝐵𝐸
𝑒=1 。        (7) 

式中，FBE 和 IBE 分别表示等参单元和无穷单元的总

数。 

求解方程(7)时，首先求解边界上所有结点的位移

和面力的系数，然后建立关于结点未知位移和面力的

线性方程组。为减少计算时间，采用广义最小残差法

（GMRES 迭代法）求解系数矩阵为满阵的线性方程

组。 

采用与边界积分方程(7)相同的网格离散方程(3)

和(4)。求解方程(7)后，边界结点的位移和面力全部已

知。将边界结点的位移和面力代入离散的方程(3)和(4)

中，便很容易获得域内点的位移和应力。 

3 边界积分方程中各类积分的计算方法 

在离散的边界积分方程(7)中，结点面力和位移的

系数为含有基本解的积分。由于基本解的位移和面力

具有奇异性，式(7)中的积分具有下列特点，并需要采

用相应方法计算： 

（1）当源点 P 不在积分单元上或者 P 在积分单

元上且𝑃 ≠ 𝑄时，式(7)中所有的积分均为非奇异的，

可采用高斯数值积分方法计算。 

（2）当源点 P 在积分单元上且𝑃 = 𝑄，式(7)右端

两项积分为弱奇异的。可以在积分单元上以源点 P 为

顶点，将单元离散成若干三角形；然后将每一个三角

形和2 × 2正方形建立映射关系，并在该正方形上积分，

此时被积函数为非奇异的，可采用高斯数值积分计算。 

（3）当源点 P 在积分单元上且𝑃 = 𝑄，式(7)左端

两项积分为强奇异的。由于采用了无穷单元，传统的

刚体位移不再适用。可以在积分单元上以源点 P 为顶

点，将单元离散成若干三角形，在每一个三角形𝑃点上

建立极坐标系(𝜌, 𝜃)，然后将关于(𝜉, 𝜂)积分转换为在

(𝜌, 𝜃)下的积分。在新坐标系下，关于𝜃的积分为非奇

异的，可采用高斯数值积分计算，关于𝜌的积分降阶为

𝑂(1/𝜌)的奇异积分，可采用 Kutt 数值积分计算。 

（4）当源点𝑃不在积分单元上，但距离场点𝑄比

较近的情形下，由于被积函数中基本解的位移和面力

变化剧烈，此类积分称为几乎奇异积分。式(2)和(3)同

样存在此类奇异积分。本文发展了自适应数值积分法

计算几乎奇异积分。如图 5 所示，采用被积单元离散

的方法，根据被积函数的奇异性，确定被积单元离散

为子区域数量，然后再在每一个子区域上积分，实现

几乎奇异积分高精度计算。 

ξL ηL

ξ

η

η

ξ

P

R

Q

sξ
eξ

sη

eη

1 1s 
2 1s 

1 ξs N

2 ηs N

2 1s 

1 1s 

 

图 5 二维单元的离散 

Fig. 5 Discretization of a two-dimensional element 

沿𝜉方向离散数量𝑁𝜉和沿𝜂方向的离散数量𝑁𝜂用

下式确定： 

𝑁𝜉 = 𝐼𝑁𝑇[(𝑅/𝐿)𝑚𝑖𝑛/(𝑅/𝐿𝜉)], 

𝑁𝜂 = 𝐼𝑁𝑇[(𝑅/𝐿)𝑚𝑖𝑛/(𝑅/𝐿𝜂)]。       (8) 

式中，𝐼𝑁𝑇表示对计算结果取整，𝐿𝜉和𝐿𝜂分别表示沿𝜉

和𝜂方向单元的长度，R 为场点到单元的最小距离，

(𝑅/𝐿)𝑚𝑖𝑛为当取 4 个高斯积分点且积分误差为10−3时

𝑅/𝐿的最小值。 

每一个含几乎奇异积分单元的积分表达式可进一

步写为： 

∫ ∫ 𝑓(𝜉, 𝜂)
1

−1

1

−1
𝑑𝜉𝑑𝜂 =

∑ ∑ {∑ ∑ 𝑓(𝜉̅, 𝜂̅)𝐽𝑤̅̅1𝑤̅2
4
𝑙=1

4
𝑘=1 }

𝑠1,𝑠2

𝑁𝜂

𝑠2=1

𝑁𝜉

𝑠1=1 。     (9) 

局部坐标系(𝜉, 𝜂)和(𝜉̅, 𝜂̅)之间的关系为： 
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𝜉 =
1

2
(𝜉𝑠 + 𝜉𝑒) +

𝜉̅

𝑁𝜉
, 𝜂 =

1

2
(𝜂𝑠 + 𝜂𝑒) +

𝜂̅

𝑁𝜂
。   (10) 

式中，(𝜉𝑠, 𝜂𝑠)和(𝜉𝑒 , 𝜂𝑒)为子区域起止边的局部坐标。 

雅可比行列式的值为 

𝐽 ̅ =
𝜕𝜉

𝜕𝜉̅

𝜕𝜂

𝜕𝜂̅
=

1

𝑁𝜉𝑁𝜂
。            (11) 

式(8)中𝐿𝜉和𝐿𝜂由下式确定 

𝐿𝜉 = ∫ √∑ (∑
𝜕𝑁𝛼

𝜕𝜉
𝑥𝑗

𝛼8
𝛼=1 )

𝜂=0

2
3
𝑗=1

1

−1
,  

𝐿𝜂 = ∫ √∑ (∑
𝜕𝑁𝛼

𝜕𝜂
𝑥𝑗

𝛼8
𝛼=1 )

𝜉=0

2
3
𝑗=1

1

−1
。    (12) 

迭代法用来计算场点 Q 到单元的最小距离 R。单

元局部坐标原点(𝜉, 𝜂) = (0,0)作为迭代计算的起始点，

Taylor 级数展开式和 New-Raphson 迭代法用来确定下

一迭代步的步长。 

4.数值验证 
选择图 6 所示两层铺路模型进行数值验证。为便

于分析，柱坐标系𝑂𝑟𝜃𝑧系在该模型上。该模型由两个

有限厚度层和下半无限均匀介质组成。第二层有限厚

度层为横观各向同性介质，其余两层为各向同性介质，

弹性参数和各层的厚度如图 6 所示。在圆形区域(0 ≤

𝑟 ≤ 15 cm)上作用均匀荷载，荷载大小为𝑃 = 49 kN。

Ozawa 等[8]和 Cai 等[11]分析了这一问题。实际上，该

问题为倾斜层状地基一种特殊情况，即𝜃 = 00。 

将圆形加载域离散成 48 个 I 型等参单元，由加载

边沿向外增加 4 个圆环：15 ≤ 𝑟 ≤ 20 cm、20 ≤ 𝑟 ≤

30 cm、30 ≤ 𝑟 ≤ 45 cm、45 ≤ 𝑟 ≤ 60 cm，每一个

圆环离散成用 16 个 I 型等参单元离散。𝑟 ≥ 90 cm区

域用 16 个 I 型无穷单元离散。表 1 列出了水平边界上

距加载中心不同距离处竖向位移𝑢𝑧数值解，并给出

Cai 等[12]的计算结果。两者最大的相对误差为 2.4%。 

 

图 6 两层铺路模型 

Fig. 6 A two-layered pavement model 

表 1 层状铺路模型表面竖向位移（mm） 

Table 1 Vertical displacements on the boundary for the pavement 

model (mm) 

5. 算例分析 

5.1 概述 

图 7 为由三种岩石组成的倾斜分层地基，水平边

界正方形区域上作用均匀荷载𝑝 = 100 MPa。整体坐

标的原点位于正方形荷载的中心，荷载的分布区域为

|𝑥| ≤ 1 m 和|𝑦| ≤ 1 m。在图 1 所示的局部坐标

𝑂𝑥′𝑦′𝑧′中，6个弹性参数（𝐸𝑥′, 𝐸𝑧′ , 𝜈𝑥′𝑦′, 𝜈𝑥′𝑧′ , 𝜇𝑥′𝑦′, 

𝜇𝑥′𝑧′ ）用于描述横观各向同性材料的性质，其中

𝐸𝑥′ , 𝜈𝑥′𝑦′ , 𝜇𝑥′𝑦′ 为各向同性面的弹性参数（𝜇𝑥′𝑦′ =

𝐸𝑥′ 2(1 + 𝜈𝑥′𝑦′)⁄ ），𝐸𝑧′ , 𝜈𝑥′𝑧′ , 𝜇𝑥′𝑧′为垂直于各向同性

面的弹性参数。各向同性弹性介质的𝐸𝑥′/𝐸𝑧′ = 1，

𝜈𝑥′𝑦′/𝜈𝑥′𝑧′ = 1和𝜇𝑥′𝑦′/𝜇𝑥′𝑧′ = 1。 

设计表 2 所示的四种类型岩石，其中岩石 1 为各

向同性介质，岩石 2-6 为横观各向同性介质，并假设

𝐸𝑥′ = 50 GPa、𝜈𝑥′𝑦′ = 0.25。图 8 为加载区域及其临

近区域的离散网格。在水平边界和材料界面交界线（图

中红线）两侧布置不连续单元，网格共有 320 个等参

单元，64 个无穷单元和 1231 个结点。 

设计如下 5 种类型的地基用于计算和对比分析： 

（1）均质地基 C1 和 C2：由岩石 1 组成的各向

同性均质地基 C1 和由岩石 3 组成的横观各向同性均

质地基 C2。 

（2）水平层状地基 C3：由岩石 3 和 2 组成的水

平层状地基，上部有限厚度层为岩石 3，厚度为 0.5m，

下部半无限域为岩石 2。 

（3）图 7 所示的倾斜层状地基 C4、C5 和 C6，

由岩石 2、3 和 4 组成的倾斜层状地基，分别对应倾角

𝜃 = 60o, 90o, 120o。 

表 2 横观各向同性岩石的弹性参数 

Table 2 Elastic parameters of TI rocks 

岩石类型 𝐸𝑥′/𝐸𝑧′ 𝜈𝑥′𝑦′/𝜈𝑥′𝑧′ 𝜇𝑥′𝑦′/𝜇𝑥′𝑧′ 

1：各向同性 1 1 1 

2：横观各向同性 3.0 1 1 

3：横观各向同性 1 1 0.8 

4：横观各向同性 2.0 1 1 

距离 r  0 200 600 900 1200 

Cai 等[11] 0.49 0.43 0.31 0.24 0.19 

数值解 0.4975 0.4402 0.3052 0.2352 0.1857 

相对误差(%) 1.5 2.4 1.5 2.0 2.2 
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z

2 m

x边界面

o

界面1 界面2

岩石3 岩石4 岩石2

各向同性面



x

z

p=100 MPa

 

图 7 由三种岩石组成的倾斜层状地基 

Fig. 7 Non-horizontally layered model with three different rocks 

x

y
走向线走向线

等参单元

无穷单元

加载域

 

图 8 水平边界加载区域及临近区域的离散 

Fig. 8 Discretization of a loading area and its neighboring area 

5.2 沿水平𝑥方向弹性场的变化 

图 9-11 给出了(|𝑥| ≤ 5 m, 𝑦 = 0.5 m, 𝑧 = 1 m)

处的位移和应力分布。为描述层状地基应力的连续性，

定义界面𝑥 = 𝑎−和𝑎+上应力的间断值为： |𝜎𝑖𝑗(𝑥 =

𝑎+) − 𝜎𝑖𝑗(𝑥 = 𝑎−)|，其中𝑥 = 𝑎为地层界面与𝑧 = 1 m

交点的位置。从图 9-11 中，可以发现弹性场有如下分

布规律。 

（1）位移分量(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧)  

图 9 给出了位移分量(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧)沿𝑥方向的变化

（𝑦 = 0.5 m，𝑧 = 1 m）。图中竖向虚线为水平线

(𝑥, 0.5 m, 1 m)与层状地基地层界面的交点。地基C1、

C2 和 C3 的𝑢𝑥关于𝑥 = 0反对称，而𝑢𝑦和𝑢𝑧关于𝑥 = 0

对称。地基 C4、C5 和 C6 的位移是不光滑连续的，这

种现象在某些位置非常明显，如：𝑢𝑥 和𝑢𝑦 在𝜃 =

60o, 90o, 120o的界面处。此外，地基 C3 的位移𝑢𝑦和

𝑢𝑧明显比其它类型地基的要大，主要原因为其上部有

限厚度层的弹性模量是所有四种岩石中最小的。 
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图 9 位移沿水平方向的变化（𝑦 = 0.5 和𝑧 = 1 m） 

Fig. 9 Variation of the displacements along the horizontal direction 

(𝑦 = 0.5 and 𝑧 = 1 m) 

（2）正应力(𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦 , 𝜎𝑧𝑧)  

图 10 给出了正应力(𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑧𝑧)沿 x 方向的变

化（𝑦 = 0.5, 𝑧 = 1 m），表 3 给出了不同倾角条件下

倾斜层状地基地层界面的正应力间断值。地基 C1 和

C2 的三个正应力分量均为光滑连续的，并且是关于

𝑦 = 0对称分布的。沿水平方向，地基 C3 的三个正应

力分量均为光滑连续的，并且是关于𝑦 = 0对称分布的。

沿水平方向，倾斜层状地基 C4、C5 和 C6 中正应力有

明显的不同的变化规律： 

𝜎𝑥𝑥分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =
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−0.42和1.58  m 上间断值分别为 8.3999 和 11.3703 

MPa；𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1和 1m 上是连续的，

满足界面连续条件；𝜃 = 120o时，在界面𝑥 = −1.58和

0.42 m 上间断值分别为 14.7349 和 2.4015MPa，并且

在界面𝑥 = −1.58 m的左侧出现大小为6.2284 MPa的

拉应力。 

𝜎𝑦𝑦分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =

−0.42和1.58  m 上间断值分别为 4.13845 和 2.6056 

MPa；𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1和 1 m 上间断值分别

为 6.5755 和 1.2066 MPa，并且在𝑥 = −1m 的左侧出

现大小为 3.6868 MPa 的拉应力；𝜃 = 120o时，在界面

𝑥 = −1.58和0.42 m 上间断值分别为 7.3428 和 8.6723 

MPa，并且在界面𝑥 = −1.58  m 的左侧出现大小为

3.3346 MPa 的拉应力。 

𝜎𝑧𝑧分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =

−0.42和1.58  m 上间断值分别为 29.3391 和 8.7858 

MPa；𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1,1m 上间断值分别为

26.9099 和 17.8794 MPa；𝜃 = 120o时，在界面𝑥 =

−1.58和0.42  m 上间断值分别为 13.9174 和 20.004 

MPa，并在𝑥 = −1.58 m的左侧出现大小为 0.4105 

MPa 的拉应力。 

在表 3 中进一步发现，正应力间断值随着倾角𝜃

的变化而变化。在𝜃 = 900时，即两个界面垂直与水平

边界，正应力𝜎𝑥𝑥间断值为零，这意味着𝜎𝑥𝑥是连续的，

恰好满足界面上应力的连续性条件。进一步验证了数

值方法的计算精度。 
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图 10 正应力沿水平方向的变化（𝑦 = 0.5和𝑧 = 1m） 

Fig. 10 Variations of normal stresses along the horizontal direction 

(𝑦 = 0.5 and 𝑧 = 1m) 

表 3 不同倾角条件下倾斜层状地基界面的正应力间断值(MPa) 

Table 3 Jumps of the normal stresses across the interfaces for 

different inclination angles (MPa) 

𝜃 

(o) 

𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑧𝑧 

界面 1 界面 2 界面 1 界面 2 界面 1 界面 2 

60 8.3999 11.3703 4.1384 2.6056 29.339 8.7858 

90 0.0000 0.0000 6.5755 1.2066 26.9099 17.8794 

120 14.7349 2.4015 7.3428 8.6723 13.9174 20.0039 

 （3）切应力(𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧)  

图 11给出了切应力(𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧)沿 x方向的变化

（𝑦 = 0.5和𝑧 = 1m），表 4 给出了地基 C4、C5 和 C6

界面的切应力间断值。地基 C1、C2 和 C3 的𝜎𝑥𝑦和𝜎𝑥𝑧

是关于𝑦 = 0是反对称分布的而𝜎𝑦𝑧是关于𝑦 = 0是对

称分布的。C1 和 C2 的三个切正应力分量均为连续的，

而地基 C3 的切应力在界面上有间断现象。沿水平方

向，地基 C4、C5 和 C6 中切应力有明显的不同的变化

规律。 

𝜎𝑥𝑦分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =

−0.42和1.58  m 上𝜎𝑥𝑦 的间断值分别为 8.3999 和

11.3703 MPa；𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1和 1 m 上𝜎𝑥𝑦

是连续的，满足界面连续条件；𝜃 = 120o时，在界面

𝑥 = −1.58和0.42 m 上𝜎𝑥𝑦的间断值分别为 14.7349 和

2.4015 MPa。 

𝜎𝑥𝑧分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =

−0.42和1.58 m上间断值分别为 3.0046和 0.007 MPa；

𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1和 1 m 上连续的，满足界

面条件；𝜃 = 120o时，在界面𝑥 = −1.58和0.42 m 上

间断值分别为 2.2408 和 3.4545 MPa。 

𝜎𝑦𝑧分布特征为：𝜃 = 60o时，在地层界面𝑥 =

−0.42和1.58 m上间断值分别为 2.2134和 0.7746 MPa；

𝜃 = 90o时，在界面𝑥 = −1和 1 m 上间断值分别为

1.9836 和 1.9660 MPa；𝜃 = 120o时，在界面𝑥 = −1.58

和0.42 m 上间断值分别为 0.7841 和 2.1519 MPa。 
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图 11 切应力沿水平方向的变化（𝑦 = 0.5和𝑧 = 1 m） 

Fig. 11 Variations of shear stresses along the horizontal direction 

(𝑦 = 0.5 and 𝑧 = 1m) 

表 4 不同倾角条件下倾斜层状地基界面的切应力间断值(MPa) 

Table 4 Jumps of the shear stresses across the interfaces for 

different inclination angles (MPa) 

𝜃 

(o) 

𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧 

界面 1 界面 2 界面 1 界面 2 界面 1 界面 2 

60 8.3999 11.3703 3.0046 0.0046 2.2134 0.7746 

90 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.9836 1.9660 

120 14.7349 2.4015 2.2408 3.4545 0.7841 2.1519 

 

在表 4 中进一步发现，切应力的间断值随着倾角

𝜃的变化而变化。在𝜃 = 900时，即两个材料界面垂直

于外部水平边界，切应力𝜎𝑥𝑦和𝜎𝑥𝑧间断值为零，这意

味着这两个应力分量是连续的，满足界面上应力连续

性条件。进一步验证了数值方法的计算精度。 

5.3 沿深度𝑧方向弹性场的变化 

图 12-14给出了(𝑥 = 0, 𝑦 = 1 m, 0 ≤ 𝑧 ≤ 4 m)处

的位移和应力分布。同样，为描述倾斜地基应力的连

续性，定义界面𝑧 = 𝑏−和𝑏+上应力的间断值为：

|𝜎𝑖𝑗(𝑧 = 𝑏+) − 𝜎𝑖𝑗(𝑧 = 𝑏−)|，其中𝑧 = 𝑏为地层界面与

(𝑥 = 0, 𝑦 = 1 m)交点的位置。水平层状地基（C3）和

倾斜层状地基（C4 和 C5）的地层界面分别在𝑏 = 0.5

和1.73 m。从这些图中，可以发现弹性场有如下分布

规律。 

（1）位移分量(𝑢𝑥, 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧)  

图 12 给出了位移分量(𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)沿𝑧方向的变化

(𝑥 = 0, 𝑦 = 1 m)。C1 和 C2 为均匀地基，C3 为水平

层状地基，且 C2 和 C3 地基的各向同性面平行于外部

边界。在这些情形下，地基是关于坐标面𝑂𝑦𝑧对称的，

𝑢𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 0。但对于倾斜层状地基 C4、C5 和 C6，

此处的𝑢𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 0，C4 和 C6 的位移𝑢𝑥远比 C5 的

大。对比发现，各向异性、层状非均匀和倾角变化同

样对𝑢𝑦和𝑢𝑧产生明显的影响。如预期一致，所有情形

下位移均是连续的，只有地基 C4 和 C6 在界面𝑧 =

1.73 m处有明显的非光滑连续。 
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图 12 位移沿深度方向的变化（𝑥 = 0 和𝑦 = 1 m） 

Fig. 12 Variations of the displacements along the depth direction 

(𝑥 = 0 and 𝑦 = 1m) 

（2）正应力(𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦 , 𝜎𝑧𝑧)  

图 13 给出了(𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦 , 𝜎𝑧𝑧)沿𝑧方向的变化(𝑥 =

0, 𝑦 = 1 m)。在界面𝑧 = 0.5 m 上，水平层状地基 C3

的𝜎𝑥𝑥和𝜎𝑦𝑦是间断的，间断值分别为 9.5971 和 9.5968 

MPa，而𝜎𝑧𝑧是连续的。在界面𝑧 = 1.73 m 上，倾斜层

状地基 C4 和 C6 的𝜎𝑥𝑥、𝜎𝑦𝑦和𝜎𝑧𝑧均为间断的。对于

C4 和 C6，在𝑧 = 1.73 m处，𝜎𝑥𝑥的间断值分别为

10.2482 和 4.0380MPa，𝜎𝑦𝑦的间断值分别为 4.0503 和

0.1144 MPa，𝜎𝑧𝑧的间断值分别为 19.6017 和 13.2402 

MPa，此外在 C4 界面处出现较大的拉应力，这些位置

可能会出现拉破坏或剪切破坏。而 C5 情形下两个界

面位于𝑥 = ±1 m，所以这些图中不能体现应力的间断

特征。 

（3）切应力(𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧)  

图 14 给出了切应力(𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑥𝑧 , 𝜎𝑦𝑧)沿𝑧方向的变化

(𝑥 = 0, 𝑦 = 1 m)。地基 C1、C2 和 C3 是关于坐标面

𝑂𝑦𝑧对称的，𝜎𝑥𝑦(0, 𝑦, 𝑧) = 𝜎𝑥𝑧(0, 𝑦, 𝑧) = 0。但对倾斜

地基 C4、C5 和 C6，𝜎𝑥𝑦(0, 𝑦, 𝑧) ≠ 0, 𝜎𝑥𝑧(0, 𝑦, 𝑧) ≠ 0，

且在 C4 和 C6 情形下，𝜎𝑥𝑦和𝜎𝑥𝑧在地层界面上是间断

的，𝜎𝑥𝑦的间断值分别为 0.9410 和 0.7063 MPa，𝜎𝑥𝑧的

间断值分别为 0.0941 和 1.1885 MPa。在 C4 和 C6 情

形下，𝜎𝑦𝑧在界面在𝑧 = 1.73 m处是间断的，间断值分

别为 2.469 和 2.3791 MPa。 
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图 13 正应力沿深度方向的变化（𝑥 = 0和𝑦 = 1 m） 

Fig. 13 Variations of the normal stresses along the depth direction 

(𝑥 = 0 and 𝑦 = 1 m) 
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图 14 切应力沿深度方向的变化（𝑥 = 0和𝑦 = 1 m） 

Fig. 14 Variations of the shear stresses along the depth direction 

(𝑥 = 0 and 𝑦 = 1m) 

6 结论 

本文采用作者最新提出的横观各向同性层状材料

基本解发展了边界元法，并分析了外力作用下倾斜层

状地基的弹性场。数值验证和算例分析显示本方法具

有较高的计算精度，可以精确地获得层状地基界面上

的应力间断值。算例分析研究了由三种倾斜分层介质

组成的半无限横观各向同性地基，边界上作用矩形均

匀荷载，并与相同荷载作用下各向同性均质和水平层

状横观各向同性地基进行了对比。结果显示，岩土介

质各向异性和倾斜分层对地基弹性场有非常明显的影

响，在地层界面上一些应力分量是间断的，并且出现

拉应力。这些位置很容易出现剪切破坏或张拉破坏。 

相对于基于 Kelvin 基本解的传统边界元法，本文

发展的边界元法有如下特点：（1）采用无穷单元考虑

远场的影响，（2）不需要将层状地基分区域分析，减

少了形成的线性方程未知量个数。这样，计算时只需

对加载域及其邻近区域进行离散，大大减少了计算工

作量。此外，采用广义最小残差法求解系数矩阵为满

阵的线性方程组，提高了求解的效率。 

限于篇幅，算例分析仅仅讨论了正方形加载域上

均匀荷载作用下水平基础地基的弹性场。建议方法能

直接分析任意形状加载域上非均匀荷载引起的非水平

倾斜层状地基的弹性场，进一步发展还可以用于分析

地下工程的开挖。 
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