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摘　 要:针对饱和黄土的本构模型进行研究,引入统一强度理论,确定了应力不变量形式的统一屈服准则。 分析了黄土

的强度构成,解释了黏聚强度和摩擦强度变形中发挥过程,结合二元介质模型基本理论,确定了黄土的胶结元和摩擦元

两种参考介质的模型以及破损参数,采用等效应变原理,建立了黄土的二元介质本构模型,并分析了模型参数的确定方

法,采用黄土的三轴试验对所建立的本构模型进行验证,并与统一弹塑性本构模型进行比较分析,进一步分析了所建立

二元介质模型的适用性。
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Abstract: The strength deformation characteristics of loess are complicated. It is important for engineering construction to
accurately predict the mechanical behavior of loess. The constitutive model for loess is studied. The unified strength theory is
introduced. A unified yield criterion in terms of stress invariants is determined. The strength constituent of loess is identified.
The evolution of cohesion strength and friction strength is explained during the deformation. Combining with the basic theory of
binary medium model, the models for the cementation and friction mediums of loess are established, as well as the damage
parameters. Based on the principle of equivalent strain, a unified binary medium constitutive model for loess is proposed. The
determination of model parameters is analyzed. The constitutive model is verified by the triaxial tests on loess. The comparison
between the proposed model and the unified elastoplastic model is conducted. The applicability of the binary-medium model is
further analyzed.
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0　 引　 　 言
黄土在中国西北地区覆盖广泛,随着西部大开发

的进展和“一路一带”倡议的落实,黄土地区的重大工

程不断出现,与此同时也带来了一系列的工程问题。
黄土作为一种典型的特殊土,具有复杂的力学特性,因
此建立恰当的本构模型预测黄土的强度变形特性是解

决工程问题的基础和关键;而且本构模型的研究也是

土力学研究的热点和难点问题之一。
国内外学者对黄土的本构模型进行了大量研究,

建立黄土的弹塑性本构模型[1]、损伤本构模型[2]、基
于 Desai 的扰动状态本构模型[3],建立相应的黄土扰

动状态本构模型[4]、破损力学模型[5]。 而其中沈珠江

所提出的破损力学模型[5]把土的复杂结构简化为结构

性较强的结构块和结构性较弱的软弱带来描述,荷载

由结构块和软弱带二者承担,从而将土视为一种二元

介质材料,进而建立一种新的二元介质模型,进而描述

土变形过程中实际的破损现象。 国内外学者已将该模

型成功的应用于黄土[6-9],这些模型的建立为更进一步

的研究提供了思路。 ①

统一强度理论[10] 不仅可以反映材料的三维强度

特性,覆盖现有强度准则的上限和下限,并且可以线性
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逼近很多的强度准则。 在本构模型中考虑统一强度理

论,无疑将使得模型有着更为广泛的适用性。 因此本

文将分析黄土强度演化过程,在研究黄土受载作用下

强度的演变规律的基础上,结合二元介质模型,引入统

一强度理论,建立黄土的统一二元介质本构模型。

1　 统一强度理论的不变量表达式
统一强度理论在岩土工程领域应用广泛,该强度

理论从双剪单元体出发,考虑双剪应力单元体上的所

有剪应力及其对应的主应力对材料破坏不同的贡

献[10],其统一强度理论的应力不变量表达式为

f = p + mq - ccotφ = 0　 　 。 (1)

当 3 tanθσ ≤ sinφ 时,

m = [ cosθσ

3
-

sinθσsinφ
3 + b

6 sinθσ(3 + sinφ) +

1
2 3

bcosθσ(1 - sinφ) ] / (b + bsinφ); (2a)

当 3 tanθσ ≥ sinφ 时,

m = [ cosθσ

3
-

sinθσsinφ
3 + b

6 sinθσ(3 + sinφ) +

1
2 3

bcosθσ(1 - sinφ) ] / (b + bsinφ)。 (2b)

式中,b 为中间主应力系数;c,φ 分别为黏聚力和内摩

擦角。 统一强度理论不再是一个单独的强度准则,它
不仅能够解释材料的破坏机理,而且当中间主应力系

数 b 变化时,能够代表一系列的强度准则。

2　 黄土二元介质模型
2. 1　 黄土二元介质模型理论

黄土在变形过程中,具有明显的非线性性质,在变

形过程中同时伴随着弹性、塑性及脆性等力学行为特

性。 为描述黄土的这些力学行为特性,根据各自不同

的力学性质,按照二元介质模型理论[6],可以假定采用

弹簧、滑片以及滑片等基本元件描述弹性、塑性及脆性

等力学性质,采用不同的力学元件组合,表示不同的介

质行为,从而解释材料的不同力学行为特性。
黄土的强度可以认为由摩擦强度和黏聚强度组

成,研究表明黏聚力和摩擦力在变形中不会同步发生

作用,只有在黏聚作用破坏后,摩擦强度才逐渐发挥作

用;摩擦强度和黏聚强度所发挥作用的强弱,决定了黄

土的应变硬化、应变软化等力学行为特性。 借助二元

介质模型,可以分别采用摩擦元和胶结元分别表示黄

土强度的构成。 在荷载作用下,胶结元率先发挥作用,
随着变形的发展,其荷载的承担逐渐向摩擦元过渡。

因此可以借助二元介质模型进一步将黄土抽象成

由弹脆性元(胶结元的结构体)和弹塑性元(摩擦元的

破碎体)组成的二元介质型材料。 在加载变形过程

中,一个微单元体积内弹脆性元逐渐破裂并向弹塑性

元转化。 弹脆性元向弹塑性元转变的过程可用破损参

数 B 描述,B 在黄土变形过程中,可以表示为二元介质

荷载的分担比,类似于损伤力学中的损伤变量,也可以

理解为胶结元的破损程度,因此其取值范围为 0≤B≤
1,假定材料未受到损伤,则 B = 0;若 B = 1,则表示材

料内部损伤演化到极限状态。
结构性岩土材料在变形过程中,弹脆性元向弹

塑性元转化,在一个代表性微单元体积内应用非均

匀介质的均匀化理论,可以得到单元内应力情况。
按照等效应变的假设,二元介质模型的应力关系可

以表示为

σa
ij = (1 - B)σe

ij1 + Bσep
ij2 　 　 , (3)

式中,上标 α 表示黄土实际变形或应力;下标 1 和 2 分

别表示弹脆性元和弹塑性元。 其增量形式可以表示为

dσa
ij = (1 - B)dσe

ij1 + Bdσep
ij2 + dB(σep

ij2 - σe
ij1)。

(4)
由式(4)可知单元总应力增量 dσα

ij,由三个部分组

成,弹脆性元应力增量 dσe
ij1,弹塑性元应力增量 dσep

ij2和

弹脆性元向弹塑性元转变所引起的应力增量。
2. 2　 弹脆性元部分本构关系

黄土在变形过程中,黏聚力首先发挥作用,其力学

行为采用弹性理论进行描述。 因此,认为弹脆性元在

单元内未破损之前,只有弹性变形,其力学特性按弹性

元件受力而发生形变,即符合 Hooke 定律,则弹脆性元

的弹性应力应变增量关系为

dσe
ij1 = De

ijkl1dεe
kl1 　 　 , (5)

式中, De
ijkl1 为弹脆性元线弹性刚度矩阵。

2. 3　 弹塑性元部分本构关系

当弹脆性元破损之后,其荷载逐渐由弹塑性元进

行承担。 假定弹塑性元的变形和一般岩土材料的弹塑

性变形一样,包括弹性变形和塑性变形:
dεij2 = dεe

ij2 + dεp
ij2 　 　 。 (6)

弹性变形可根据胡克定律求得,塑性变形可以按

照传统岩土塑性理论进行求解。 考虑到统一强度理论

在岩土中有较为广泛的应用,且可以反映中间主应力

的影响,因此在建立弹塑性元力学模型时,采用统一强

度理论确定其本构模型。
根据统一强度理论,弹塑性元的屈服准则可以表

示为

F2 = p + m(ε,φ2)q - ccotφ2 　 　 , (7)
式中,ε 为硬化参数。

根据硬化准则可知,材料的屈服面不是固定不变

的,材料在发生塑性变形后,其后继屈服面常发生改
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变,即发生硬化现象。 但在本文中主要对二元介质模

型进行研究分析,硬化参数的影响较为次要,为了突出

二元介质模型的优越性,假定硬化参数为零,即不考虑

黄土屈服的后续硬化行为,在变形过程中保持屈服面

的大小不发生改变。
岩土材料是摩擦性材料,采用非相关联流动法则

考虑剪胀性和体积变化的影响,引入剪胀角 ψ2代替摩

擦角 φ2,得到塑性势函数:
Q2 = p + m(ε,ψ2)q　 　 , (8)

式中,ψ2 = ζφ2,(0≤ζ≤1),若 ζ = 0,表示无剪胀现象,
若 ζ = 1,表示发生最大剪胀。 一般情况下 ψ2 < φ2,即
剪胀角小于摩擦角。

根据弹塑性理论,可以确定弹塑性元的本构模

型为

dσij2 = De
ijkl2 -

F2

σrs2
De

ijmn2
Q2

σmin2

H +
F2

σmn2
De

mnrs2
Q2

σrs

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

dεkl2。 (9)

当不考虑虑硬化行为时,式(9)中硬化函数 H = 0。
弹塑性元屈服面在偏平面上的极限线如图 1 所

示,从图中可以看出,弹塑性元模型存在奇异点,其屈

服函数和塑性势函数在偏平面上不是光滑曲线,因
此在进行数值计算时,必须对该模型的奇异性进行

处理。

图 1　 π 平面上奇异点示意图

Fig. 1　 Schematic diagram of singularities in π plane

常见的处理方法,采用矢量平均值来代替该奇异

点的值,即其值为角点在左右不同边趋近所得值的均

值,如当 θσ = arctan(sinφ2 / 3 ), 分别对屈服函数和

塑性势函数中对应力的微分取平均值。
此外,屈服函数和塑性势函数在 θσ = - 30°,30°处

由于中间主应力影响系数 b 的取值可能会发生奇异

性。 当 0≤b < 1 时,将 θσ = - 30°,30°代入相应的条件

式中即可。 当 b = 1 时,屈服函数和塑性势函数在 θσ =
- 30°,30°的值趋于无穷大,为了消除这种奇异性的影

响,采用对流动矢量取极限的数学方法。
2. 4　 破损参数的确定

黄土在加载过程中破坏是一个连续变化的过程,
用微观物理量描述破损过程更能反映黄土的破坏。 本

文采用黄土微元体分析黄土的渐进破损过程,假定弹

脆性元在为破损之前其应力应变关系服从广义胡克定

律,其弹性模量为初始切线模。 弹脆性元破损之后变

为弹塑性元,假定弹脆性元的破坏分布是受应力、应
变和破坏概率影响的,是一随机、连续的变化量,其
弹破坏服从 Weibull 分布统计规律,则可以得到破损

参数为

B = 1 - exp( - Aεm
ij )　 　 , (10)

式中,A 为反映结构破损速率的参数,m 为试验参数。
2. 5　 黄土二元介质本构模型的建立

由式(3)根据非均匀介质的均匀化理论和破损参

数的定义,可得到

dB(σep
ij2 - σe

ij1) =
σa

ij - σe
ij

B dB　 　 , (11)

式中, dB = (1 - B)mAεm-1
kl dεkl。

因此,黄土的二元介质本构模型为

dσa
ij = (1 - B)De

ijkl1dεkl + BDep
ijkl2dεkl +

σa
ij - σe

ij1

B ·　 　

　 (1 - B)mAεm-1
kl dεkl = [(1 - B)De

ijkl1 + BDep
ijkl2 +

　
σa

ij - σe
ij1

B (1 - B)mAεm-1
kl ]dεkl

= Da
ijkldεkl 　 　 。 (12)

2. 6　 黄土二元介质模型参数的确定

根据二元介质损伤本构模型的建立过程可以确定

在该本构模型中有 3 种类型的模型参数:弹脆性元及

弹塑性元两种单元的模型参数、以及损伤函数参数中

的相关参数。
弹脆性元的弹性参数可通过试样进行试验得到,

弹脆性元弹性模量 E1、泊松比 μ1可通过常规三轴试验

测得。 弹塑性元的参数弹性模量 E2、泊松比 μ2和内摩

擦角 φ2可通过重塑土的常规三轴试验测得,当缺少重

塑土的三轴试验时,弹塑性元的弹性参数还可以通过

弹脆性元的相应系数适当的折减得到,或者与弹脆性

元保持一致。 中间主应力系数 b 可根据验证的具体试

验条件来确定。 剪胀角 ψ2 可以通过相应的常规三轴

试验结果确定。
对于损伤参数 B 的确定,损伤参数可通过试验

得到的应力应变关系关系曲线和破损参数的定义求

得,对其公式进行变换,曲线变换为直线求解,推导

求得,将式(10)移项并取两次自然对数变换,可以

得到

ln[ - ln(1 - B)] = mlnεkl + lnA　 　 。 (13)
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3　 本构模型的验证
为验证本文所建立的二元介质模型的可行性,采

用饱和黄土的常规三轴 CU 试验进行验证。 本次试验

所用黄土土样采自西安市地铁四号线工程 D4KC-9 标

段行政中心车站。 根据工程地质勘察资料可知,所取

的黄土试样为 Q4黄土,对其分别进行了等向压缩和固

结不排水三轴试验,其三轴压缩试验结果如图 2 所示。

图 2　 黄土二元介质本构模型的验证

Fig. 2　 Verification of binary-medium model for loess
在常规三轴压缩试验中,中间主应力系数 b = 0。

对于所建立的二元介质模型,其弹塑性元部分本构不

考虑硬化作用。 模型弹性模量等参数采用三轴试验的

初始切线模量作为弹脆性元的弹性模量,在这里不考

虑弹塑性元和弹脆性元初始模量之间的差别,两种参

考介质弹性模型认为相同。
破损函数 B 的参数 A 和 m 和围压相关,随围压的

不同而改变,所以需要根据不同围压下常规三轴 CU
试验所得数据和确定破损函数参数的方法求得各个围

压下损伤参数的值,如表 1 所示。

表 1　 损伤参数的数值

Table 1　 Damage parameters of binary-medium model

参数
围压 / kPa

100 200 300

A 2. 64 2. 52 2. 07
m 0. 413 0. 418 0. 437

　 　 图 2 为二元介质模型和试验结果比较图。 从图中

可以看到二元介质模型理论结果和试验结果基本趋势

一致,所建立的本构模型较好地预测了黄土的应力应

变关系。
为更进一步比较分析二元介质模型在预测黄土强

度变形特性的优势,结合黄土的强度变形特性和统一

屈服面的特点,确定统一弹塑性本构模型的硬化函数,
建立一个基于统一强度理论的弹塑性本构模型,其硬

化准则表示为

m(εp
d) =

εp
d

a + bεp
d
　 　 。 (14)

该模型预测结果如图 2 中虚线所示,从图 2 中比

较可以看出,考虑硬化的统一弹塑性本构模型在预测

黄土的应力应变关系时误差较大,尤其是在变形的初

始阶段,误差更大。
相比统一硬化模型模拟曲线,二元介质模型能更

好地预测黄土的应力应变关系。 无论是在变形的初始

阶段还是黄土接近破坏的阶段,二元介质模型理论结

果和试验结果都能较好地吻合,说明在二元介质模型

比统一硬化模型具有更好的适用性。
分析原因,土体抗剪强度主要由黏聚力和摩擦力

组成,在变形的初始阶段,土体相对比较完整,黏聚力

对抵抗变形其主要作用,摩擦力发挥的作用较小。 由

于在统一硬化模型主要考虑了摩擦的硬化效应,未考

虑黏聚力的影响,且初始摩擦力较小,计算理论强度较

低,因此在初始阶段统一硬化的理论结果与试验曲线

差别较大。 而随着变形的增加,黏聚力逐渐丧失,摩擦

力不断增大,此时摩擦力对变形的抵抗起到主要作用,
因此在变形的后期阶段,统一硬化模型预测结果误差

减小。 而在二元介质模型中,用弹脆性元模拟黄土的

黏聚作用,用弹塑性元模拟黄土的摩擦作用,变形过程

用破损参数 B 来描述和量化弹脆性元向弹塑性元转

化,来清晰描述土体破坏过程,因此二元介质模型能更

好地预测黄土的应力应变关系。

4　 结　 　 论
(1) 依据统一强度理论的应力不变量形式,确定

了统一屈服准则形式。 分析了黄土强度构成及其发挥

特点,结合二元介质模型本构模型,确定了黄土二元参
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考介质模型及其破损参数,采用等效应变原理,确定参

考介质应力和应变关系,建立了黄土的二元介质本构

模型,并分析了模型参数的确定方法。
(2) 采用黄土的三轴试验对所建立的二元介质模

型进行了分析和验证,结果表明,所建立的模型能够较

好的预测黄土的应力应变关系;为比较分析,进异同一

步确定了黄土的统一硬化弹塑性本构模型,并采用试

验进行分析,研究了二元介质模型和统一硬化弹塑性

本构模型在预测土的强度变形特性的异同,结果表明

二元介质模型考虑了黄土的黏聚作用和摩擦作用,能
够更真实地模拟土的强度发挥过程,可以提供更好的

预测结果。
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