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双层均质边坡临界高度研究及其稳定性分析 
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摘  要：基于边坡塑性极限理论，假定组合对数螺旋线破坏机构，直接推导出双层均质边坡的临界高度方程。通过强

度折减法使边坡逐步处于极限平衡状态，进而获得边坡的稳定性安全系数。该方法直接进行外功率积分，无需采用数

值方法解决外功率积分困难，并且显式表达边坡临界高度。针对强度折减过程中优化计算对初值的依赖性问题，基于

均质边坡上限法的对数螺旋线优化参数，提出了层状边坡初值估算方法，通过重点空间重点搜索，使得边坡稳定性分

析过程更加高效。通过算例的验证与对比分析，表明该方法具有较高的计算精度和稳定性，指出上限法在层状边坡局

部稳定性分析中存在的问题，并重新构造出可以兼容整体与局部破坏模式的目标函数，解决该问题。最后，以兰州市

某黄土边坡为工程背景，采用多种方法进行了稳定性分析，验证了所提方法的可靠以及初值的低依赖性,可快速有效的

应用于工程实践。 
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Critical height and stability of two-layered homogeneous slopes 

TIAN Zerun, ZHANG Yanhong, ZHOU Maoding, GUO Yafeng, DOU Huanhuan  
（Gansu Agricultural University, College of Water Conservancy and Hydropower Engineering, Lanzhou 730070, China) 

Abstract: Based on the plastic limit theory of slopes, the critical height equation for a two-layered homogeneous slope is 

derived directly by using the sectioned logarithmic spiral failure mechanism. Through the strength reduction method, the slope 

is gradually placed in the limit equilibrium state, and then the factor of safety of slope stability is obtained. This method 

integrates the external power directly without using numerical methods, and displays the critical height of the slope. In view of 

the dependence of the initial values on the optimal calculation in the process of strength reduction, using the logarithmic spiral 

parameters of the upper bound limit analysis of the homogeneous slope, an estimation method for the initial values is proposed 

to make the slope stability analysis more efficient through the focus search in key optimization space. By vertifying and 

comparing the results of examples, the computational accuracy and stability are demonstrated, the problem of the upper bound 

method in local stability analysis of layered slopes is pointed out, and the objective function which can be used for various 

failure modes is derived. Finally, taking a loess slope in Lanzhou as the background, the stability of the slope is analyzed by 

using several methods. The results show that the proposed method is stable and reliable, with little dependence on the initial 

values, and can be applied to projects quickly and effectively. 
Key words: layered slope; upper bound limit analysis; local stability; initial estimation; loess slope

0  引    言 
作为岩土力学的核心问题之一，边坡稳定性分析

存在多种分析方法，总体来说可分为：刚体极限平衡

法、有限元法、塑性极限分析法。其中，刚体极限平

衡法由瑞典学者 Fellenius[1]于 1927 年首次提出，即瑞

典圆弧法，随后诸多学者在此基础上先后提出简化

Bishop 法[2]、Morgenstern-perice 法[3]、Spencer 法[4]、

Janbu 法[5]等。刚体极限平衡方法假定边坡滑动区域为

刚体，并认为边坡在极限滑移状态必然处于静力平衡

状态，该法由于计算简单、适用性强，故而在工程实

践中获到普遍应用，但根据塑性极限理论，极限平衡

法的解答并非真实解的上、下限。有限元法认为边坡

的失效是由于岩土体内产生等效塑性应变、位移、剪

应变,并持续发展导致，该方法也具备一定的适用性，
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但关于边坡发生极限滑移的判断标准并不统一，而且

具有本构关系的不确定性[6-7]，更多用于其他方法的验

证对比。而塑性极限分析上限法由于忽略材料本构关

系，其计算效率和精度较高，已被诸多学者逐渐接受。

Chen[8]首次将塑性上限分析法用于岩土工程问题，并

推导出了边坡临界高度的显示表达式。随后 Karal[9]

在前人基础上改进塑性极限上限法，推导出边坡安全

系数表达式。Michalowski[10]垂直划分边坡滑块，基于

非关联流动法则,给出平动运动场安全系数上限解法。

Donald 等[11]基于变形协调，斜条划分边坡滑体,并建

立机动许可速度场，提出平动速度场的极限分析上限

法。杨峰等[12]基于非线性规划模型，提出一种刚体平

动单元上限有限元法获得较高计算精度。刘锋涛等[13]

提出了基于滑动面摄动的刚体有限元上限法，并验证

了考虑刚体滑动的必要性。 

目前关于边坡稳定分析的极限上限法的众多研究

主要针对于均质边坡，而对于层状边坡研究较少。王

珍等[14]虽然通过对数螺旋线的多项式拟合,解决了层

状边坡的积分问题，提高了边坡塑性上限法的适用性。

但是仍然存在需要改善的方面：①层状边坡分界处滑

移面连续性条件不一定严格满足，即使拟合精度较高；

②针对滑移面通过坡趾下方的情况，拟合过程不一定

满足必要的数学条件；③未能显式表达边坡临界高度，

未能通用于局部边坡稳定性分析，并且拟合计算量较

大。基于以上不足，本文采用塑性极限分析上限法的

基本原理直接推导出双层均质边坡的临界高度公式，

一定程度上否定了层状边坡的外功率积分的困难性，

并提出了一种基于均质边坡优化参数和多项式拟合的

初值估计方法，缩小了优化搜索范围，尽可能地兼顾

了全局最优性和优化效率；尝试将基于对数螺旋线破

坏机构的上限法通用于层状边坡的局部稳定性分析，

指出了该上限法的局限性，并推导出可以同时兼容边

坡整体和局部稳定性分析的目标函数，解决了该问题。 

1 层状边坡稳定性分析 
1.1  层状边坡破坏模式及特征 

根据已有研究成果[15-17]，层状土坡的临界破坏机

构可假设为组合对数螺旋线，其主要破坏特征为：①

组合对数螺旋线的交点处的速度必然存在唯一性，例

如图 1 中 B 点。考虑到滑动土体的刚性体特征，每段

对数螺旋线的角速度和旋转中心相同。②层状边坡滑

移面可能通过坡趾、坡趾下方、坡趾上方。这取决于

边坡的坡比和内摩擦角的相对大小，以及边坡层高比

例。边坡最终破坏模式取决于以上稳定性最差的模式，

故而需要同时分析尽可能多的失效模式。基于整体失

效模式建立的边坡稳定分析上限法原理是否可直接适

用于所有情况，值得商榷。 
图 1 中参数 m，1-m 为层高比例系数，即每层边

坡高度与水平总高度 H 之比。两段对数螺旋线方程可

用式（1）表示，为推导公式的方便，将两个方程中的

指数部分分别用 g1和 G1代替表示，如式（2）所示。 

 

图 1 双层边坡破坏机构示意图 

Fig. 1 Illustration of failure mechanism of two-layered slope 
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式中， mr ， hr 可以表示为式（2），并为方便公式推导，

将其指数部分表示为 g1，G1。 
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由图 1 中的几何关系式可知 H/r0，L1/ r0，L2/ r0，

L2/ rm等的表达式为 
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式中：L1，L2分别为图 1 中的 AE、BG 段长度；m为
虚层高比例系数，其物理含义为虚坡面 CE 上的比例

系数，当 2 0a  时，m m  。 
1.2  边坡塑性极限上限法 

极限分析上限法又称极限分析能量法，认为对于

某种机动许可速度场与变形场，根据外力功率等于速

度间断面处内部能量耗散率确定的极限荷载一定是真

实解的上限。该法应用于土质边坡需满足假设条件：

①将土体视为理想塑性材料，破坏时服从线性莫尔库

仑破坏准则；②土体服从相关流动法则。 
（1）重力功率计算 
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由图 1 可知，极限平衡状态下的边坡重力功率 W
可以表示为 

( )AENB MNB MBC EMG MGDCW W W W W W     ， (8) 

式中，WAENB，WMNB，WMBC，WEMG，WMGDC分别为图

1 中四边形 AENB、∆MNB、∆MBC、∆EMG 以及四边

形 MGDC 的重力功率（kW）。 
a）滑块 AENB 的重力功率 
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式中，为角速度（rad/s）， 1 为重度（kN/m3）， OABf ，

OAEf ， ONEf 可以表示为 
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式中， 为图 1 中角度 ECD 。 

b）滑块 MNB 的重力功率 
3
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式中， MNBf 可以表示为 
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c）滑块 MBC 的重力功率 
  OBC OMB OMCMBCW W W W    

3
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式中， 2 为下层材料的重度， OBCf ， OMBf ， OMCf 可

以表示为 
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d）滑块 EMG 的重力功率 
3
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式中， EMGf 可以表示为 
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e）滑块 MGDC 的重力功率 
3

2 m MGDC MGDCr fW     ，          (21) 

式中， MGDCf 可以表示为 
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（2）内部耗散率计算 
对岩土体的塑性上限法来说，将滑移面视作速度

间断面，其内过渡层的变形模式由平行于滑裂面的剪

流与垂直于该层的拉伸效应组合而成[8]。故而发生在

速度间断面处的能量耗损只包含黏聚力项。 
对于双层边坡，存在两个对数双螺旋速度间断面，

故而边坡极限状态的内能耗散等于两个速度间断面内

能耗散的总和： 
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式中：D为内能耗散率；V1，V2，c1，c2，R1，R2分别

为上、下层微元滑块对数螺旋线切线方向的线速度
（m/s），黏聚力（kPa），以及对数螺旋线半径。 

（3）边坡临界高度 
由岩土体的塑性上限方法可知，处于极限平衡状

态的边坡，外力功率等于内部能量耗散率，由此可以

得出非均质边坡临界高度表达式： 
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式中， 11f ， 22f 可以表示为 
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其中，g1，G1为对数螺旋线半径表达式的指数部分，

如式（8）所示。 h 0( , , )FF     可表示 
h 0( , , ') ( OAB MNB ONE OAEFF f f f f         

1 2) ( )EMG OBC OBM OMC MGDCf f f f f      。 (27)  

由此可见，对于层状边坡来说，无量纲系数 Ncr

不再是一个单一边坡稳定系数，而是一个元素相互关

联的列向量。当临界高度等于边坡实际高度时候，该

稳定系数列向量就是一个上限解答。 
式（24）中的待优化参数为 0 ， h ， ，不含 m ，

因为 m 与 0 以及 h 之间存在隐式关系，如等式（28）
所示，通过采用 MATLAB 中的 vpasolve 函数求解 m ，

需注意初值必须选在 0 与 h 之间。 
2

1 1 h 1 m 2sin sin sin (1 )
o

L
m g G g m

r
         

 
 

1 2
1 m 0 1 2sin sin sin sin 0

o o

L L
g

r r
        

 
。(28) 

基于强度折减法，将每次强度折减后的参数代入

式（29）进行优化计算，直到边坡临界高度等于边坡

实际高度，则此时的折减系数就是边坡的稳定性安全

系数。 
可以直接将 Hcr（或 Fs隐函数）看作目标函数则

边坡稳定分析的数学规划表达式为 
1 11 0 2 22 0

1 2

( , , ') ( , , ')
min  h h

cr
c f c f

H
     
 

   ， (29) 

0 h

0

π
πs.t. 0
2

0

 



 

 
 


 

≤   。          (30) 

对于采用了对数螺旋线破坏机构的上限法来说，

式（29）或其他外功率与内能耗散率平衡的表述，并

不完全适用于层状边坡的局部稳定分析（后续算例说

明），因此重新构造目标函数： 

cr 1 1 0 1
π πH sin + exp + tan
2 2

H    
                

 

0
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sin mH
r




 

  ，                  (31) 

即 
       0 hmin    ( , , )H H       ，      (32) 
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π
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s.t. 2
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
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
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
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  。         (33)  

目标函数（31）物理含义明确，等式右侧第一项

为边坡临界高度表达式即式（29）；右侧第二项大括号

内的表达式是上层边坡滑移面侵入下层深度的度量；

该目标函数将搜索所有满足 Hcr≤H，并且侵入量最小

的滑移面，可根据工程实际需要将零或某个可接受的

极小正值作为最优目标函数值。若令式（31）中 m=1，
并且满足约束条件（33），则与式（29）等效，因此该

重构函数可方便地应用于边坡整体及局部稳定性分

析，具有较好的兼容性。 
优化过程中，优化结果对于初值的依赖性问题是

一个亟待解决的问题，本文探索性地提出了一种初值

估算方法，并通过工程实例进行了研究分析。 

2  优化过程初值估计 
对于边坡的塑性极限上限法来说，独立优化参数

只有 3 个，即 0 ， h ， 。考虑到同一边坡模型上

双层材料的整体抗剪效果应该介于两种均质材料之

间。因此非均质边坡的最终优化参数值应该是两种不

同材料优化参数估计值的某种组合，考虑到每层层高

对优化参数的影响，提出以下初值估算公式： 
H h1 1 h2 2

0 01 h1 1 02 h2 2

( + ) (1 )( + ) 
( + ) (1 ) ( + ) 

m m
m m

    
      

   
   

，

。
 (34) 

式中：θ01 和 θh1、θ02 和 θh2 为上、下层边坡材料所对

应的优化参数估计值，可将其转化为约束条件，以缩

小优化搜索空间；θH， 0 为层状边坡初始估计值。对

于参数 ' ，通常直接取坡趾角度 β 作为初始估计值。

只要获得均质边坡的优化参数估计值，则可由式（34）
获得层状边坡的优化参数的估计值。 

分别取 β=[15°，20°，25°，，90°]，取 φ=[1° 
2° 50°]，进行边坡稳定系数优化计算，并根据最

终优化结果，进行数据拟合，获得以下表达式。 
（1） 0 的拟合表达式（拟合确定性系数 0.9994） 

2 3
0 0.792 1.825 3.506 1.967 0.6           

2 2 25.011 1.401 2.02 0.862       。(35) 

（2） h 的拟合表达式（拟合确定性系数 0.9992） 
当折减后的内摩擦角 φ 满足以下不等式： 

3 22.429 3.497 1.242 0.046    ≤ ，(36) 

则可通过下式估算 h （拟合确定性系数为 0.9957）： 
2 2

h 2.735 0.988 8.239 1.743 10.6           
3 2 222.197 1.062 33.065 1.145       。(37) 

当折减后的内摩擦角 φ 满足 
3 22.429 3.497 1.242 0.046    ≥   ， (38) 

则可通过下式估算 h （拟合确定性系数为 0.9997）： 
5 4 4 3 2

3 3 2 3 2 2

2 4 3

2

h

2

5

1.11 3.91 5.185 6.377
14.364 9.417 4.952 17.808
19.269 8.399 1.533 10.538
14.465 12.385 2.676 0.29

     
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4 3 21.217 6.169 2.168 3.86 2.012        。(39) 

根据以上拟合关系式结合式（34）可求出层状边

坡初始估计值，进而允许局部优化算法在兼顾全局最

优性和优化效率的前提下，在重点优化空间内的关键

点附近快速完成优化计算过程。 

3  算例分析 
层状边坡稳定失效模式不唯一，目前基于对数螺

旋线破坏机构的上限法研究成果多针对于整体破坏模

式，而整体稳定分析程序在局部稳定性分析上的通用

性问题并未获得重视，因此本节首先通过已有算例进

行程序验证，然后基于该算例指出对数螺旋线破坏机

构在边坡局部稳定中存在的局限性，并给出相关建议。 
3.1  计算程序验证分析（整体+局部） 

（1）算例 1：采用已有案例[18]进行稳定性分析验

证，边坡模型坡高 8 m，坡比 1∶1.3，层高比例系数

为 0.5，其材料参数如表 1 中整体失效模式所示，分别

采用 Morgenstern-Price 法、本文上限法以及刚体单元

上限法（OPTUM-G2）进行稳定性分析，其结果如图

2 和表 2 所示。  

图 2 算例 1:边坡稳定性分析(整体失效模式) 

Fig. 2 Stability analysis of slope (global failure mode) 

表 1 双层边坡材料组合 

Table 1 Material combination of two-layered slope 

失效模式 位置 
黏聚力

c/kPa 

内摩擦

φ/(°) 

重度 γ/ 

 (kN·m-3) 

整体[21] 
上层 5.3 23 19.5 

下层 7.2 20 19.5 

局部 1 
上层 4 20 19.5 

下层 7.2 27 19.5 

局部 2 

β=30°, m=5/8 

上层 12 14 19.5 

下层 20 23 19.5 

结合图2和表2可知，本文方法与Bishop法、Janbu
法以及刚体单元上限法最为接近，说明了该方法的准

确性。 
（2）算例 2，3：分别采用表 1 中局部失效模式 1、

2，并且前者采用式（29），后者采用式（31）进行边

坡稳定性分析，并将其分别记为“上限法 1”，“上限

法 2”，结果如图 3，4 所示。其中刚体单元上限法安

全系数表示在括号内。 
表 2 边坡稳定安全系数验证对比(算例 1) 

Table 2 Verification and comparison of factors of safety (slope  

example 1) 

计算方法 安全系数 Fs 

瑞典条分法[18] 0.96 

Bishop 法[18] 1.00 

Janbu 法[18] 1.00 

刚体单元上限法 1.02 

刚体单元下限法[18] 0.98 

Morgenstern-Price 法 1.004 

本文方法 1.007 

 

图 3 算例 2:边坡稳定性分析(局部 1，Fs=1.076) 

Fig. 3 Exmple 2: stability analysis of slope (local model 1， 

Fs=1.076) 

 
图 4 算例 3:边坡稳定性分析(局部 2，Fs=1.614) 

Fig. 4 Exmple 3: stability analysis of slope (local model 2， 

Fs=1.614) 

分析图 3 与表 1 可知，当坡度较大、内摩擦角相

差不大时，令 m=1，可准确实现局部稳定分析。 

分析图 4 可知，当坡度减小为 30°，并且内摩擦

角相差较大时，令 m=1，即简单的视作均质边坡进行

稳定性分析，求出滑移面（图 4 中上限法 1）存在明

显的错误下侵，并不合理，这就说明边坡整体失效的

计算理论或程序并不具有通用性,究其原因，是由于对

数螺旋线的曲率半径递增特性。为了解决该问题，采

用重构目标函数的方法（上限法 2）进行稳定性分析，
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虽 然 Hcr ≠ H ， 但安 全系数 以及 滑移 面都 与

Morgenstern-Price 法非常接近，说明重构目标函数比

目标函数（29）更加有效。 
3.2  工程应用（算例 4，5） 

兰州市黄河北岸某天然植被边坡，坡度 35°，由

坡顶 1m 厚的植被黄土层和植被层以下 2 m 厚的素黄

土层构成，坡面上没有植物。植被主要是小型灌木和

旱生草本为主，上坡角 1  6°，分界面夹角 2   
-5°。植被黄土层的土重度为 1  14.5 kN/m3，黏聚

力 1c  22 kPa，内摩擦角 1  32°，素黄土层重度为

2  15.8 kN/m3，黏聚力 18 kPa，内摩擦角 2  24°。

为验证滑移面通过坡趾下方的情况，可取 1   18°，

2   16°，边坡几何模型如图 5 所示。 
选用兰州市南山植被边坡岩土体参数，基于每次

强度折减获得的强度参数和图 5 所示几何模型，利用

拟合关系式可以获得两组材料分别对应的优化参数估

计值（ 01 ， h1 ， 02 ， h2 ），然后利用式（34）计算

出非均质边坡的优化参数估计值（ 0 ， H ），如表 3
所示。 

 

图 5 兰州市黄河北岸某植被边坡 

Fig. 5 Vegetated slope on north bank of Yellow River in Lanzhou 

由表 3 可知：①优化参数实际值（ 0 ， H ）全

部介于均质边坡参数初始估计值之间，说明可以限定

重点区域，②层状边坡的优化参数实际值与估计值

（ 0 ， H ）之间最大误差只有 6%，说明全局最优值

处在估计初值附近。由此可见，该初值估计方法能够

限定搜索重点优化空间内的关键区域，进而快速可靠

的完成边坡稳定性分析。 

分别采用 Morgenstern-Price 法、本文上限法以及

刚体单元上限法进行工程案例稳定性分析，计算结果

如图 6，7 所示。 

 

图 6 算例 4: 边坡稳定分析结果（过坡趾，Fs=3.770） 

Fig. 6 Example 4: results of slope stability analysis（Fs=3.770） 

 

图 7 算例 5:边坡稳定分析结果（过坡趾下方，Fs=3.285） 

Fig. 7 Eaxmple 5: results of slope stability analysis（Fs=3.285） 

结合算例 1～5 可知，比较本文上限法与刚体单元

上限法分析结果可知：①以上两种上限法与

Morgenstern-Price 法相比较，计算精度都较高（不超

过 1.5%），但本文方法求出的滑移面相较于前者，更

接近 Morgenstern-Price 法；②两种上限法的计算精度

与层状边坡抗剪参数的差异性存在关联性。 
采用多项式拟合对数螺旋线，可规避外功率积分

困难性，但本质上来说是拟合对数螺旋线在笛卡尔直

角坐标系下的反函数，因此必须满足反函数存在的数

学条件，当层状边坡形状复杂或滑移面通过坡趾下方

或上方的时候，将面临挑战。本文方法直接实现外功

率积分，未采用任何数值方法，不必满足拟合对数螺

旋线法相关的数学条件，因此具有较好的适用性和研

究前景。

表 3 双层边坡优化参数估计（植被边坡） 

Table 3 Parameter estimation for optimization of two-layered slope（vegetated slope） 

折减系数 均质边坡优化参数初始估计值 非均质边坡参数初始估计值 优化参数实际值 临界高度 

Fs θ01 θh1 θ02 θh2 θ0 θH Θ0 ΘH Hcr /m 
1.000 1.322 1.857 0.843 1.758 1.026 1.814 0.972 1.837 60.768 
2.000 0.822 1.996 0.491 1.832 0.625 1.910 0.582 1.913 8.767 
2.500 0.725 2.015 0.425 1.848 0.549 1.927 0.513 1.932 5.826 
3.700 0.618 2.039 0.353 1.869 0.464 1.949 0.439 1.958 3.408 
3.818 0.596 2.045 0.338 1.873 0.447 1.954 0.424 1.965 3.000 
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4  结    论 
（1）基于极限理论以及组合螺旋线破坏机构，推

导出能够显式表达的双层边坡临界高度计算公式，一

定程度否定了外力功率积分的困难性，为复杂边坡上

限法研究提供了新思路。 
（2）提出的局部优化初值估计方法，使优化搜索

仅限制在重点优化空间内的关键点附近，兼顾了全局

最优性以及优化效率，保证了边坡稳定分析高效性。 
（3）通过多个算例，验证了本文方法的准确性、

稳定性以及适用性，并且指出了采用对数螺旋线破坏

机构进行边坡局部稳定分析时存在的局限性，并重新

构造了待优化目标函数，提高了程序通用性，获得了

比较符合实际情况的分析结果。 
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