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基于最小二乘和修正 Kumar 法的动模量计算方法 
沈吉荣，陈少林
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(南京航空航天大学土木与机场工程系，江苏 南京 210016) 

摘  要：目前常用的动模量计算方法往往在小应变时受白噪声干扰较大，而大应变时滞回圈不对称，导致无法准确计

算土体动模量。使用最小二乘法计算小应变下的土体动模量；采用调整系数对 Kumar 法进行修正，从而计算大应变下

土体的拉、压动模量。结果表明：相较于传统滞回圈法，最小二乘法拟合能有效克服白噪声对小应变幅值下动模量的

影响，并使得动三轴试验测试动模量的应变范围更宽；而修正的 Kumar 算法能较好地计算强非线性下土体的拉、压动

模量，并与最小二乘法拟合结果完美契合。 
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Method for dynamic modulus based on least square and modified                           
Kumar methods 
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Abstract: Due to the large interference of white noise at small strains and the asymmetric loop with large strains, the current 

methods cannot accurately calculate the soil dynamic modulus. The least square method is used to calculate the dynamic 

modulus of the soils under small strain, and the Kumar method is modified by the adjustment coefficient to calculate the tensile 

and compression modulus under large strain. The results show that compared with the traditional hysteresis loop method, the 

least square fitting method can effectively overcome the influences of white noise on the dynamic modulus at small strain, and 

make the tested strain range of the dynamic modulus in the dynamic triaxial tests wider. The modified Kumar method can well 

calculate the tensile and compression moduli of the soil under strong nonlinearity case, and it is perfectly connected with the 

fitting results of the least square method. 
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0  引    言 
土体的动模量作为衡量土体产生变形难易程度的

指标，也是场地地震反应分析的必备参数，在土体动

力分析时扮演着重要的角色[1]。通常借助共振柱、动

三轴、剪切仪或扭剪仪等室内试验设备对土体进行动力

加载，可得到土体的动应力–动应变曲线（滞回圈），

采用土体滞回圈两端顶点连线斜率表示动模量[2-3]。但

即便在仪器传感器足够灵敏的情况下，每种室内试验

都只能得到部分应变范围的动模量，例如：共振柱试

验能得到土体 10-6～10-4 应变范围的动剪切模量；动

三轴或扭剪试验能得到土体 10-4～10-2 应变范围的动

弹性（剪切）模量[3-4]。因此，为了完整地描述土体动

模量随应变的变化情况，经常会借助共振柱和动三轴

对土体进行联合测试。但由于动弹性模量和动剪切模

量之间需要泊松比建立关系，且众多学者经研究表明，

土体泊松比随着应变幅值的变化而变化[5-6]，这使得两

种试验所得的结果无法直接串联。梁珂等[7]基于相关

函数理论提出了动模量阻尼比的新算法，该方法有效

拓宽了动模量在动三轴试验中的应变测试范围。但在

实际应用中，由于涉及到部分较为复杂的计算公式，

需要事先编写程序才能简便使用。 
另外，作为一种典型的非线性材料，在应变幅值

较大的情况下，部分土体存在着拉、压模量不一致的

情况，该特性在滞回圈上表现为滞回圈的不对称性[8]。

但常规的滞回圈算法是基于理想的等效线性动黏弹性

模型推导得出的，无法准确计算不对称滞回圈的模量。

Kumar 等[9]针对大应变滞回圈不对称的情况，将滞回
─────── 
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圈视为拉、压两个部分，然后单独计算拉、压模量。

然而 Kumar 仅使用该方法计算加载第一周的动模量，

对于分级加载是否适用未做进一步的探究。因此在已

有传感器精度的条件下，需要寻找一个简单有效，同

时能计算大应变下土体拉、压模量的计算方法。 
本文以黏土为试验对象，基于最小二乘法原理对

小应变下的滞回圈进行拟合，有效地减少小应变下白

噪声对模量计算的影响，提高结果的可信度。同时在

Kumar 模量计算方法的基础上进行修正，使其能准确

计算大应变下、非线性特征较强的非对称滞回圈的拉、

压模量。 

1  动模量计算方法 
为了探究非对称滞回圈拉、压模量的计算方法，

于南京地区采集黏土样本开展动三轴试验，取样深度

为 53.2～53.4 m。根据经验公式： c 20  /3H  (kPa)，
将试样的有效围压设为 400 kPa，固结 24 h。式中， c
为等效固结围压（kPa）；H为埋置深度（m），其基本

物理参数如表 1 所示。 
表 1 黏土物理参数 

Table 1 Physical parameters of clay 

颗粒相对 

密度 

液限 

/% 

塑限 

/% 

塑性 

指数 

天然含

水率/% 

天然密度 

/(g·cm-3) 

2.72 34 21 13 12 1.95 

将试样于削样台制成直径 5 cm、高 10 cm 的实心

试样，拟对试样施加 1×10-5～2×10-3 应变范围的动

荷载，开展动三轴应变控制分级加载试验，每级施加

5 圈等幅应变荷载，加载频率为 0.5 Hz。李晓飞[10]认

为，试样中的累积孔压对模量存在影响，为了避免前

期小应变加载产生的累积孔压对后续的模量测试产生

影响，于试样四周贴上滤纸条，便于试样排出多余的

孔隙水，维持试样内部孔压的稳定。最终试验所得各

级应变的滞回圈如图 1 所示。 
从图 1 可以看出，当应变小于 4×10-5 时，滞回

圈受随机振动干扰明显、表面粗糙；当应变大于

6×10-5时，滞回圈受到干扰的程度逐渐减弱，表面逐

渐光滑。此外，当应变幅值较小时，土体近似呈线弹

性状态，随着应变的增大，尤其是当应变大于 4×10-4

时，土体非线性特征愈发显著，且滞回圈逐渐显示非

对称性。 
1.1  小应变下最小二乘法拟合计算模量 

在常规的等效线性动黏弹性模型中，土体动模量

是由滞回圈两个顶点连线的斜率所表示的。但在小应

变幅值的情况下由于受到环境中的随机振动、电信号

干扰等因素，导致试验采集数据不稳定。 

 

图 1 各级应变的滞回圈 

Fig. 1 Hysteresis loops of strain at all levels 

以 1×10-5 应变量级下的试验曲线为例，由于应

变幅值小，其应变时程曲线受白噪声干扰显著（如图

2 所示），最终导致滞回圈受到较为严重的干扰。假设

仍以传统的滞回圈法计算，则得到的计算结果为 377 
MPa（如图 2 红线所示），然而这显然与实际模量（如

图 2 绿线所示）存在较大差距。为了减少白噪声对小

应变下模量计算的干扰，提高准确率，借助最小二乘

法拟合计算动模量。 
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图 2 1×10-5应变量级下试验曲线 

Fig. 2 Test curves at 1×10-5 strain level 

设小应变下土体在 i 时刻的动应力–动应变关系

满足 
0i iE      。            (1) 

若将前 n个时刻的式（1）累加可得 

 0
1 1

n n

i i
i i

E n  
 

     。       (2) 

而若在式（1）的两端同时乘以该时刻对应的应变可得 
 2

0i i i iE        。          (3) 
同样的，将前 n个时刻的式（3）累加可得 

 2
0

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

E     
  

     。       (4) 

式中  n为试验过程中每周采集点数； 0 为初始轴向

应力； i 为加载过程中 i时刻的应力； i 表示应力为 i
时刻的应变。将式（2）、（4）联立消除含 0 项即可解

得拟合模量 E，最终化简公式为  

 1 1 1
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计算结果如图 3 所示。 
图 3 对比了最小二乘法与滞回圈法的计算结果。

由图 3 可知，在小应变情况下，受到白噪声的干扰，

滞回圈法计算所得的模量偏小。而最小二乘法对滞回

圈斜率进行线性拟合能够较好的描述小应变下土体模

量的变化情况。而随着应变逐渐增大，白噪声对应变

测量精度的干扰逐渐减少，因此两种算法的计算结果

逐渐接近。当应变等于 1×10-4 时，拟合模量与滞回

圈法计算模量几乎一致，此时滞回圈清晰可见，几乎

不受白噪声影响。此方法原理简单、易于直接使用，

且一定程度上减小了噪声对于动模量的影响，使得小

应变情况下所得模量更符合实际。 

 

图 3 最小二乘法与滞回圈法计算结果对比 

Fig. 3 Comparison between results of least square method and  

hysteretic loop method 

1.2  大应变下修正 Kumar 法计算模量 
当应变幅值逐渐增大时，土体逐渐进入非线性阶

段，此时滞回圈的非对称性不断增强。为了计算具有

明显非线性特征时土体滞回圈的拉、压模量，Kumar[9]

给出了一种新的模量计算方式，计算原理示意图如图

4 所示。 

图 4 Kumar 法计算原理 

Fig. 4 Calculation principle of Kumar method 

Kumar 法将滞回圈起点与压方向的顶点连线的斜

率作为动压缩模量 E压 （图 4 中线段 oa 的斜率），与

拉方向顶点连线的斜率作为动拉伸模量 E
拉 （图 4 中

线段 oc的斜率）。以 2×10-3应变幅值时的滞回圈作为

测试，每周滞回圈以及Kumar 法计算结果如图 5所示。 
由图 5 可知，若按照 Kumar 法直接计算大应变下

滞回圈拉、压模量，会出现拉模量大于压模量的结果。

然而已有研究表明，黏土的非线性显著，且抗压强度

高于抗拉强度[11]，这使得计算结果与实际情况相违
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背。这是因为 Kumar 法默认滞回圈的起点是从骨架曲

线原点出发，而在实际加载过程中，由于前期小应变

的应力加载，导致试样产生了一定的累积塑性应变。

虽然在每一应变量级加载前都会重新固结，恢复固结

状态，但滞回圈仍然难以从新的骨架曲线原点出发。

为了解决这一问题，尝试对 Kumar 法进行修正，修正

方法如图 6 所示。 

图 5 2×10-3应变量级下 Kumar 法计算结果 

Fig. 5 Calculated results of Kumar method at 2×10-3 strain level 

图 6 修正 Kumar 法计算原理 

Fig. 6 Calculation principle of modified Kumar method 

将滞回圈起点作为 O点，向下作垂线与滞回圈卸

载曲线相交于 D点，C为线段 OD中的某一点。当 C
点在骨架曲线原点处时，便能根据 C点与两端顶点连

线准确计算出拉、压模量。若 C点偏高，则会导致拉

模量偏大、压模量偏小；若 C点偏低，则会导致拉模

量偏小、压模量偏大。为了找到 C点位置，定义调整

系数为 a/b，即 OC/OD，从而描述 C点的位置，取值

范围在 0～1。在理想的等效线性动黏弹性模型中，调

整系数为 0.5，然而在不对称性较强的滞回圈中，调整

系数的值仍需进一步讨论。 
由各级应变下的滞回圈可知，当应变不大于 1×

10-4 时，土体非线性特征较弱，此时土体经历的荷载

扰动较小，并且几乎没有塑性应变产生，更接近于土

体的初始状态。此外，小应变下的土体更近似于线弹

性材料，其滞回圈两端连线应经过骨架曲线原点。因

此，可以借助小应变时土体的滞回圈求得骨架曲线原

点的位置，即 C点的位置。 
图 7 展示了 6×10-5 应变量级下的滞回圈。将滞

回圈两端顶点连线得到如图红线，然后如图 6 所述方

式计算调整系数，最终所得调整系数为 0.21。鉴于调

整系数是在小应变情况下计算得出，因此既能对大应

变情况下拉、压模量起到修正作用，又能保证小应变

时拉模量等于压模量，从而与最小二乘法拟合所得模

量相吻合。将所得调整系数应用于大应变下拉、压模

量的计算，再将小应变下最小二乘法拟合所得的模量

相结合，得到的计算结果如图 8 所示。 

图 7 6×10-5应变量级下滞回圈 

Fig. 7 Hysteresis loops at 6×10-5 strain stage 

图 8 两种方法共同计算动模量的结果 

Fig. 8 Results of dynamic modulus calculated by two methods 

从图 8 可知，采用小应变下计算调整系数，然后

应用于大应变时拉、压模量计算的方法能有效修正

Kumar 法，使得计算结果更为真实可信。而两种方法

的组合也能较好地描述不对称滞回圈的拉、压模量的

变化情况。 
最终将计算方法总结为：在小应变情况下，修正

的 Kumar 模型会由于白噪声的干扰导致计算所得模

量偏小，因此采用最小二乘法对此时的模量进行拟合。

此时土体近似于线弹性，可认为拉模量等于压模量；

当应变逐渐增大时，土体非线性特征逐渐显现，最小

二乘法与滞回圈法均无法准确描述模量变化情况。因

此先借助小应变时的滞回圈计算调整系数，再采用修

正 Kumar 方法计算大应变时的拉、压模量。将两种计
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算方法所得模量进行组合，共同完成较宽应变范围的

模量计算。 

2  结    论 
无论是小应变幅值下受白噪声干扰显著的滞回

圈，还是大应变下非对称特征显著的滞回圈，常规的

滞回圈法在计算动模量时均容易出现失真。针对此问

题，本文提出使用最小二乘法和修正 Kumar 法联合计

算宽应变范围、非对称滞回圈动模量的计算方法，得

到以下 3 点结论。 
（1）使用最小二乘法拟合能够有效克服小应变时

白噪声对模量计算的影响，使得动三轴的模量测试范

围能向前延伸至 1×10-5。 
（2）在小应变情况下计算调整系数，然后计算动

模量的修正 Kumar 法能有效计算大应变时非对称滞

回圈的拉、压模量。 
（3）采用小应变使用最小二乘法拟合、大应变使

用修正 Kumar 法的联合计算方式能够兼具两者优势：

延伸计算应变宽度的同时，解决非对称滞回圈模量计

算不准确的问题。 
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