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摘  要：传统弹塑性模型隐含了塑性应变率与应力方向共轴的假设，无法模拟砂土在非比例加载条件下的非共轴特性。

对传统模型隐含的共轴假设进行了剖析，将 Hashiguchi 等的广义非共轴塑性流动理论引入 Li 等建立的砂土状态相关剪

胀模型中，构建了一个砂土的非共轴模型。Leighton-Buzzard 砂的单剪试验模拟表明，非共轴模型能够更加合理地描试

验结果。开发了相应的有限元程序，利用所建模型对不同孔隙比条件下的砂土地基承载力问题进行了模拟。探讨了非

共轴参数取值对计算结果的影响，总体上预测结果展现出与单剪试验模拟相一致的规律。 
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Three-dimensional non-coaxial constitutive model for sand and its                                 
application in bearing capacity of foundation 
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Abstract: Due to the coaxial assumption that the direction of plastic strain rate is the same as that of stress, the non-coaxial 

behavior of sand under non-proportional loading conditions can not be captured by the conventional elastic-plastic model. In 

this study, firstly the cause of coaxial hypothesis contained in the traditional model is analyzed. Then, a non-coaxial model for 

sand is constructed by introducing the generalized non-coaxial plastic flow theory developed by Hashiguchi et al into the 

state-dependent dilatancy model for sand established by Li et al. The simulation of simple shear tests on Leighton-Buzzard sand 

shows that the non-coaxial model can describe the experimental results more reasonably. The corresponding finite element 

program is developed, the bearing capacity of sand foundation under different void ratios is analyzed by using the proposed 

model. The influence of non-coaxial parameters on the calculation results is discussed, and the predicted results demonstrate 

similar characteristics with those of simple shear test simulation on the whole. 
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0  引    言 
岩土材料的本构模型在有限元仿真当中扮演着核

心角色，其合理性与否直接决定着有限元计算结果的

精度。在传统岩土弹塑性模型中，塑性势函数通常表

示为主应力或应力不变量的函数并结合正交流动法则

确定塑性应变率的方向，这一过程隐含了塑性应变率

与应力的共轴性假设。该假设与含主应力轴旋转加载

条件下岩土材料的变形规律并不吻合[1]。 
主应力轴方向的改变会显著影响土体的变形特

性，这一点早已被土力学的学者所认识到[2-4]。众多研

究者进行了大量试验，研究含主应力旋转条件下土体

的变形规律，例如 Miura 等[5]、Ishihara 等[6]的空心圆

柱扭剪试验表明，主应力轴旋转条件下产生的塑性应

变增量方向与应力方向明显不同。Gutierrez 等[7-8]对

Toyoura 砂进行的应力探测试验表明：即便在应力幅

值保持不变的条件下，单纯的主应力方向改变也会引

起砂土产生塑性变形，并且应力的方向通常滞后于塑

性应变率的方向，但二者之间的非共轴程度随着应力

比的增加而逐渐变弱。Li 等[9]开展的细观试验也证明

了主应力旋转条件下颗粒材料的变形存在显著的非共

轴性。传统的共轴弹塑性模型并不能描述这一现象。

针对这一不足，国内外学者提出了多种新模型来模拟
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应力与塑性应变率之间的非共轴特点。其中一大类是

建立在由 Rudnicki 等[10]提出的屈服角点理论基础

上。该理论认为非共轴塑性应变率是由屈服函数切

线方向的应力率所引发的。基于该理论，Yang 等[11-13]

分别结合 Drucker-Prager 模型和临界状态土力学模型

CASM 模拟了单剪试验中砂土的非共轴变形行为；罗

强等[14]在应变软化的 Drucker-Prager 模型中引入带角

点结构的塑性流动理论，对密砂的单剪试验进行了模

拟分析。但由于该理论早期定义的切线应力率是基于

二维应力空间，并不适用于三维化的模型，国内学者

钱建固等[15]应用 Gram-Schimidt 张量正交化理论，发

展了三维的非共轴塑性流动理论；李学丰等[16]利用该

方法建立了一个砂土的非共轴模型，但没有将其应用于

工程分析；基于钱建固等的研究成果，陈洲泉等[17-18]

提出了一个能够计算定向剪切条件下非共轴变形的砂

土模型，然而 Dafalias 等[19]指出在该加载模式下是否

应当考虑非共轴性仍是一个值得商榷的问题。

Hashiguchi 等 [20-22]发展了广义的非共轴塑性流动理

论，建立了适用于黏土且能够考虑非共轴塑性变形的

次加载面模型。此外，一些学者包括 Gao 等[23]、Tian
等[24]从各向异性角度对砂土非共轴性进行了研究。 

虽然目前为止已经建立了一些砂土的非共轴模

型，但大多数文献中并未对传统弹塑性模型所隐含的

共轴假设给出详细的论证，此外将建立的非共轴模型

应用于工程分析的情况也并不多见。因此，笔者首先

对传统弹塑性模型隐含的共轴性假设进行剖析，然后

将 Hashiguchi 等[20-22]发展的广义非共轴塑性理论引入

Li 等[25]提出的砂土状态相关剪胀模型，建立砂土的非

共轴本构模型；通过已有的砂土单剪试验数据检验模

型的合理性，并利用所建模型对砂土地基的承载力问

题进行分析，探究考虑非共轴塑性变形对计算结果的

影响。 

1  共轴性假设剖析 
1928 年 Mises 通过类比弹性势的概念提出了塑性

势的概念[1]，随后建立的德鲁克公设表明，屈服函数

与塑性势函数等价；塑性应变率的方向必定沿着屈服

面的法线方向，即正交流动法则，其数学表达式为 

 p = fL 





    ，            (1) 

式中， p 为塑性应变率张量， 为应力张量， f 为屈

服函数， L为加载指标，由一致性条件确定。 
传统的岩土弹塑性模型继承了这一正交流动法

则，并且通常视土体为各向同性材料，将屈服函数与

塑性势函数表示为应力不变量的函数。这种表示方式

的便捷之处是只需在某一固定坐标系下建立土体的屈

服规律和塑性流动规律，当坐标系发生改变时，建立

的准则仍然适用，但却隐性地规定了塑性应变增量方

向必须与应力方向共轴。为了对此进行更加清楚的说

明，假设塑性势函数的一般形式为 
 1 2 3( , , , )g g I J J H    。          (2) 

式中 3 个应力不变量分别为 1 tr( )I   ， 2
2 tr( )/2J  s ，

3
3 tr( )/3J  s ；H 为硬化变量；s 为偏应力张量。由正

交流动法则，塑性应变率张量 pε 可表示为  
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设 1n ， 2n ， 3n 分别为应力张量 3 个主方向上的单

位基矢量，则必然存在某一单位正交张量Q 可以将应

力张量 转化为主应力张量的形式，即 
T

1 1 1 2 2 2 3 3 3         Q Q n n n n n n ，  (4) 
式中， 1 ， 2 ， 3 分别为应力张量的 3 个主值。将

塑性应变率张量 p 两侧点积张量Q ，并利用Q 的正

交性质 T  Q Q 1，则可得 
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式中， p 2
1 2 3( )i i iL a a a     ，( 1,2,3)i  为塑性应变

率张量的 3 个主值。式（5）表明，应力张量 与塑

性应变率张量 p 在同一组基矢量中化为主张量的形

式，即二者有相同主方向，因此按照传统位势理论计

算的塑性应变率张量 p 总是与应力张量 共轴。 

2  砂土的三维非共轴本构模型 
由于在非比例加载条件下会涉及到三维应力状

态，需要将模型三维化[19, 26-27]。本文选择在偏平面上

插入角隅函数的方法实现这一目的。 
2.1  弹性部分 

 模型的剪切模量G、体积模量K都与砂土密度和

平均应力 p有关，其表达式为 
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式中， 0G 为材料常数，e为当前孔隙比， ap 为大气压

力， 为泊松比。 
2.2   状态变量 

 模型的状态变量采用 Been 等[28]提出的形式，其

定义为相同压力下当前孔隙比与临界孔隙比的差值，

即 
 ce e     ，               (8) 

式中， ce 为临界孔隙比。对于砂土，Li 等[25]提出了一

个适用范围较广的形式，其数学形式为  
 c c a( / )e e p p     ，         (9) 

式中， e ， c 和 为 3 个材料常数。 
2.3   屈服函数与塑性模量 

 屈服函数采用广义 Mohr-Coulomb 形式，即 
 ( ) 0f q Mg p         。   (10) 

式中 1 3p I ； 23q J ；M 为硬化内变量；应力

罗德角 1 3
3 2sin (3 3 / 2 ) / 3J J  ； ( )g  为引入的角隅函

数，这里采用 Li 等[29]建议的形式： 
2 2 2 2(1 ) 4(1 )sin3 (1 )

( )
2(1 )sin 3

c c c
g

c

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式中， e c/c M M ， eM ， cM 分别为三轴拉伸与压缩

条件下的应力比比值。 
模型中定义了一个状态相关的塑性模量 pK ，可以

表示为 

 cs
p

( )ee 1
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n M gK hG

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式中  csM 为临界状态应力比；应力比 /q q  ；n为
材料常数； Li 等 [29] 建议 h 取为孔隙比的函数

1 2=h h h e ， 1h ， 2h 为 2 个材料常数。 
2.4   剪胀方程 

 剪胀方程表示为塑性体应变率 p
v 与广义塑性剪

应变率 p
q 之比，具体形式为 
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式中， 0d ，m为 2 个材料常数。上述剪胀方程的等效

势函数为 
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式中， 0p 为塑性势面与 p轴的交点。 
2.5   硬化规律 

 根据式（10），由一致性条件可得 

 p
qp

q

0f ff 


 
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  
  
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式中，  为应力率张量。根据塑性理论[30] 
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结合式（12），（15），（16），可得 

 cs
p
q

( )ee 1
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nn M ghG
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2.6   非共轴塑性应变率 

 与传统塑性理论不同，Rudnicki 等[10]提出的屈服

角点理论将总塑性应变率分解为共轴塑性应变率和

沿屈服函数切线方向的塑性应变率之和，则总应变

率张量  为 
 e pc pt          。         (18) 

式中  e 为弹性应变率张量； pc 为共轴塑性应变率

张量，由传统塑性位势理论确定； pt 为非共轴塑性应

变率张量，Rudnicki 等[10]认为 pt 与静水压力部分无

关，其方向沿着屈服函数切线方向并与 s 正交， pt 的

表达式为 

 pt

t

1
H

   
 

:
:
  s ss s

s s
   ，         (19) 

式中， tH 为非共轴塑性模量， s 为偏应力率张量。然

而式（19）由于没有考虑第三应力不变量的影响，并

不适用于一般化的三维模型。 
 Hashiguchi 等[20-22]发展了适用于三维应力空间的

广义非共轴塑性流动理论，并假设非共轴塑性应变率

张量与偏切线应力率张量之间为线性关系， pt 可表示

为 
 pt 1

e tT  : E s   ，            (20) 

式中，T为一个无量纲的标量系数， eE 为弹性刚度张量，

ts 为偏切线应力率张量，如图 1 所示。Gutierrez 等[7-8]

的研究表明，当应力比接近临界应力比时，非共轴现

象逐渐减弱，因此通常情况下非共轴系数并不是一个

常量。 Hashiguchi 等[20-22]将非共轴系数表达为相似比

的指数函数；Yang 等[11]建议将T表示为广义塑性剪应

变的指数函数，并指出这种表示形式可显著提高非共

轴模型的收敛性。本文中，T取如下形式： 
 p

0 qexp( )T T       ，           (21) 

式中， 0T 为T的初始值，  为材料常数。 
如图 1 所示，偏切线应力率张量 ts 可以由下式计

算： 
 t t n  :  s σ s s   ，            (22a) 
 t   = I n n   ，               (22b) 

    1 1tr tr
3 3

   
 

n = n n 1 n n 1  ，  (22c) 

    f f   n =     。          (22d) 

式中 n为屈服面的外法线方向；n为偏法线方向； ns
为偏法线应力率张量； I 为偏投影张量，其分量形式
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为 ( ) / 2 / 3ijkl ik jl il jk ij klI          ， ij 为 Kronecker
符号； t 为偏切线投影张量。结合式（16），（18），（20），
（22a），总应变率张量可以表示为 

 1 1
e e t

p

1+ g f T
K

 
         

: :   
 

E E 。  (23) 

对式（23）求逆可得非共轴弹塑性本构关系： 

 nc
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T
T

   
: = : :  = E E Ι E   ，  (24a) 
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 


 
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 

 
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E
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式中， epE 为共轴弹塑性刚度张量， nc
epE 为非共轴弹塑

性刚度张量。 

图 1 主应力空间内的偏切线应力率示意图 

Fig. 1 Deviatoric tangential stress rate illustrated in principal stress  

space 

3  模型的验证 
 为展示考虑非共轴塑性应变的影响并验证模型的

合理性，采用上述建立的砂土非共轴模型对

Leighton-Buzzard 砂的单剪试验进行模拟。单剪试验

结果来自文献[31]，与 Li 等[25]模型相关的参数选择蔡

正银等在文献[32]中给出的参数值， 的值参考 Yang
等[11]的研究取为 20，由于单剪试验中，一般很难获得

塑性应变增量的大小，因此 0T 的值通常需根据试验曲

线拟合确定，具体参数见表 1。蔡正银等[32]用于确定

试验参数的 Leighton-Buzzard 砂为粉细砂，其粒径范

围为 0.09～0.15 mm，颗粒相对密度为 2.65，最大和

最小干密度分别为 1.59 ，1.32 g/cm3，对应的最大和

最小孔隙比分别为 max 1.0e  和 min 0.67e  ，而文献[31]
的单剪试验中，Leighton-Buzzard砂的初始孔隙比 0e 分

为 0.53，0.64，0.75 共 3 种，该砂的最大、最小孔隙

比显然与文献[32]中的砂并不相同，因此对部分模型

参数进行了调整，将 0.998e  ， =1.45n ， cs 1.185M 
分别调整为 0.908e  ， =1.15n ， csM  1.105 。调整

该 3 个参数的主要原因是文献[31]中 0e 为 0.53，0.64，
0.75 时，分别对应于密砂、中密砂、松砂，而按照文

献[32]中提供的原始模型参数，这 3 种孔隙比都对应

于密砂情况。通过调整 e 可使砂在这 3 种初始孔隙比

情况下的应力应变曲线与典型的密砂、中密砂、松砂

的应力应变曲线相对应；由于峰值应力比对应于

p 0K  ，而 pK 对于参数 n是较为敏感的，因此调节参

数 n， csM 以使预测的峰值应力比和临界应力比与试

验数据基本一致。 
表 1 Leighton-Buzzard 砂的模型参数 

Table 1 Model parameters of Leighton-Buzzard sand 

弹性参数 临界状态参数 剪胀参数 非共轴参数 

0 150G   cs 1.105M   0 0.52d   0 10T   

0.35   0.908e   2.42m   20   

 0.0198   1.15n    

 0.68   0.62h    

 试验共分为 3 组，对应 Leighton-Buzzard 砂的初 
始孔隙比 0e 分别为 0.53，0.64，0.75，静止侧压力系

数 0 0.5K  ，竖向应力 100 kPay  。试验过程中，水

平应变 0x  ，竖向应力 y 保持不变。加载过程中研

究主应力方向偏转角 ，主塑性应变率方向偏转角

 ，如图 2 所示，其中 与  的定义分别为 

 
2

tan 2 xy

y x




 



     ，        (25a) 

 
p

p p

2
tan 2 xy

y x




 





 

     ，        (25b) 

式中， x 为水平向应力， xy 为剪应力， p
x ， p

y 分别

为水平与竖直向塑性应变率， p
xy 为塑性剪应变率。 

 

图 2 单剪试验中的主应力方向和塑性应变率方向 

Fig. 2 Directions of principal stress and plastic strain rate in  

simple shear tests 

图 3 为模拟结果与试验结果的对比。由图 3（a），
（c），（e）可以看出，在加载前期，非共轴项的影响
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较为显著，非共轴模型预测的归一化应力比小于共轴

模型的预测值，随着剪应变的增加，非共轴项的影响

逐渐减弱，当剪应变 0.05xy  后，非共轴模型与共轴

模型预测的应力–应变曲线基本重合。由式（24）可

知，由于非共轴模型比共轴模型多了非共轴塑性应变

项，在相同的应力增量条件下，非共轴模型将计算出

更大的应变增量，因此预测的应力–应变曲线初始斜

率减小，表现出刚度降低，更接近试验结果。图 3（a），
（c），（e）中，共轴模型预测的峰值应力比分别为 0.85，
0.72，0.615，非共轴模型预测结果分别为 0.84，0.71，
0.61。考虑非共轴影响，峰值应力比会有所下降，减

弱模型的软化效应，但是程度很小，因此考虑非共轴

塑性应变基本不影响峰值应力比，也不改变最终的临

界应力比，但会延缓峰值应力的出现。对不同密度砂

土而言，非共轴塑性应变的影响并不存在明显的差异。

由图 3（b），（d），（f）可以发现，主应力方向与主塑

性应变率方向从开始加载就存在偏离。在加载早期阶

段，应力的方向落后于塑性应变率的方向，随着剪应

变的增加，应力比接近临界应力比时，主应力方向与

塑性应变率方向之间的差别消失。非共轴模型能够反

映主应力与主塑性应变率之间的非共轴情况，而共轴

模型不能模拟这一现象。 

 

 

图 3 模型预测结果与试验结果的比较 

Fig. 3 Comparison between model predictions and experimental  

results 

4  砂土地基承载力分析 
 为了分析非共轴塑性变形对于地基承载力的影

响，笔者基于 MATLAB 软件开发了相关的有限元计

算程序。隐式的回退 Euler 算法不适用于角点类的非

共轴模型，程序中单元高斯积分点上的应力更新采用

了显式向前的 Euler 积分算法。由于非共轴项的引入

以及程序采用非对称的刚度矩阵进行计算，导致有限

元分析不易收敛，因此计算过程将总位移荷载分为

2000 个较小的加载步施加到地基上。此外，在每一加

载步中的整体平衡迭代部分，程序也采用了适当放松

的收敛准则：当最大节点不平衡力与等效节点荷载的

比值小于 1%时即认为已经平衡，程序进入下一加载

步的计算。 
地基模型如图 4 所示，地基宽为 60 m，深为 20 m，

顶部条形基础宽为 10 m，假设为完全粗糙的刚性基

础。模型共划分为 1200 个单元，单元类型为四边形等
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参单元。加载共分为 3 步，首先生成初始地应力场，

然后在模型顶部施加一个 20 kPa 的均布压力，最后对

刚性基础施加 2 m 向下的位移荷载。加载过程中固定

底部边界位移及两侧边界的水平位移。地基材料为标

准 Toyoura 砂，其平均粒径为 0.24 mm，颗粒相对密

度为 2.64，最大和最小孔隙比分别为 max 0.97e  和

min 0.63e  。为简化计算，假设地基中的孔隙比均匀分

布。将初始孔隙比分为 0 0.8e  与 0 0.9e  两种情况，

对应的重度分别为 14.6，13.8 3kN/m 。与 Li 等[25]模

型相关的参数取自文献[25]，  取与单剪试验模拟相

同值， 0T 分别取 0.0，2.5，5.0 三个值以研究其大小对

计算结果的影响。具体材料参数见表 2。 
表 2 Toyoura 砂的模型参数 

Table 2 Model parameters of Toyoura sand 

弹性参数 临界状态参数 剪胀参数 硬化参数 非共轴参数 

0 125G   cs 1.25M   0 0.88d   1.1n   0 (0.0,T  2.5,

5.0)  

0.05   0.934e   3.5m   1 3.15h   20   

 0.019    2 3.05h    

 0.7      

 

图 4 地基承载力问题计算模型 

Fig. 4 Schematic diagram of bearing capacity of strip foundation 

图 5，6 分别为孔隙比 0 0.8e  时计算得到的位移–

压力曲线与塑性剪应变云图；图 7，8 分别为孔隙比

0 0.9e  时计算的位移–压力曲线与塑性剪应变云图。

由图 5，7 可知，在加载的前、中期阶段，非共轴模型

预测的基础压力小于共轴模型的预测结果，并且 0T 越

大时，这种差异越明显，而在加载后期，差异逐渐减

小，当竖向位移达到 2 m 时，差异基本消失。如图 5
所示，对于 0 0.8e  的情况，共轴模型与非共轴模型预

测的基础压力都出现了峰值，分别为 3034 kPa（ 0T   
0.0 ），2990 kPa（ 0 2.5T  ），2970 kPa（ 0 5.0T  ），峰

值压力基本一致，因此，非共轴塑性应变基本不影响

峰值基础压力的大小，但会延缓峰值基础压力的出现，

这与前述单剪试验模拟所展示的规律是相似的。如图

5 中的 A， B两点所示，非共轴模型（ 0 5.0T  ）与

共轴模型预测的基础压力差在竖向位移为 0.63 m 时

最大，相差为 620 kPa， B点压力值为 A点的 74%；

对于 0 0.9e  的情况，如图 7 中的C，D两点所示，

非共轴模型（ 0 5.0T  ）与共轴模型预测值在竖向位移

为 0.626 m 时相差最大，为 305 kPa，D点压力值为C
点的 76%，这一比例与 0 0.8e  的情况非常接近，此

外，两种不同密度情况下，非共轴塑性应变的影响都

存在先增大后减小的趋势，因此，对不同密度的砂土

地基，非共轴项的影响并不存在明显差异，这与不同

初始孔隙比的砂土单剪试验模拟结果也是一致的。由

图 6（a）可知，基础竖向位移达到 2 m 时，共轴模型

预测显示地基内已出现连续的滑动面，滑动边界附近

土体全部处于塑性状态，说明地基稳定性已经丧失；

图 6（b），（c）与图 6（a）的对比表明考虑非共轴塑

性应变会延缓极限状态的到来，但图 6（b）中的塑性

区略大于图 6（c），暗示出图 6（b）会更早出现连续

滑动面，表明 0T 越大，延缓趋势越明显。分析图 8 可

知，随着 0T 的增大，模型预测的塑性区域存在减小趋

势，但差异并不如图 6 所示明显。 

 

图 5 基底平均反力与竖向位移关系曲线（e0=0.8） 

Fig. 5 Curves of average reaction force versus vertical  

displacement of strip foundation 
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图 6 最终的塑性剪应变云图（e0=0.8） 

Fig. 6 Contours of final plastic shear strain 

图 7 基底平均反力与竖向位移关系曲线（e0=0.9） 
Fig. 7 Curves of average reaction force versus vertical  

displacement of strip foundation 

图 8 最终的塑性剪应变云图（e0=0.9） 
Fig. 8 Contours of final plastic shear strain 

 整体来看，地基承载力问题的预测结果表现出单

剪试验模拟结果相一致的规律，随着非共轴系数 0T 的

增大，非共轴项对预测结果的影响也更加显著。 
 

5  结    论 
 （1）剖析了传统弹塑性理论的局限性，指出了传

统位势理论所隐含共轴假设的原因。 
 （2）通过在状态相关剪胀模型中引入 Hashiguchi
等发展的广义非共轴塑性流动理论，建立了砂土的非

共轴模型。对砂土单剪试验的模拟表明，建立的模型

能够合理预测主应力轴旋转过程中的塑性应变率与应

力之间的非共轴现象；引入非共轴塑性应变项会降低

模型的刚度，延缓峰值应力的出现，但不改变峰值应

力比与临界应力比的大小；对不同初始孔隙比的砂土，

非共轴塑性应变的影响并不存在明显的差异。 
 （3）基于 MATLAB 软件开发了相应的有限元程

序，通过对砂土地基承载力的分析表明，考虑非共轴

塑性应变后，地基整体刚度减小，预测的位移－压力曲

线更加平缓，峰值基础压力的大小基本不受影响，但非

共轴项会延缓峰值基础压力的出现。此外，非共轴项的

影响规律也与砂的密度关系不大。总体来看，预测结果

所展示的规律与单剪试验模拟结果是相似的。 
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