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基于 Drucker-Prager 准则的高阶单元自适应上限 
有限元研究 
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摘  要：引入 Drucker-Prager 屈服准则，建立了基于高阶单元和二阶锥规划的自适应上限有限元方法，并编制了计算程

序。采用单元内部耗散能为控制指标的自适应加密策略，以一分为二的方式对能量耗散率较大的单元进行剖分加密，

形成多次往复计算完成上限有限元的自适应加密过程。通过隧道稳定性及条形基础地基承载力算例，分析了系列

Drucker-Prager 屈服准则对极限荷载上限解的影响，揭示该屈服准则与 Mohr-Coulomb 屈服准则的差异所在，以及对上

限解和破坏模式的影响，并进一步验证了基于高阶单元和二阶锥规划的自适应上限有限元法具有计算精度和求解效率

高以及可搜索获取精细化破坏模式的特点。 
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Upper bound adaptive finite element method with higher-order element                
based on Drucker-Prager yield criterion 
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Abstract: An upper bound adaptive finite element method with six-node triangular high-order element, which is based on 

Drucker-Prager yield criterion, is established. Based on the upper bound theory, the corresponding calculation program is 

compiled. The element dissipative energy is used as the control index in the adaptive refine strategy. Based on the calculated 

results of element dissipative energy, the mesh is refined by dividing the element with high dissipative energy into two parts, 

and the upper bound finite element adaptive calculation is completed through repeated calculation based on the refined mesh. 

The influences of a series of Drucker-Prager yield criteria on the upper limit solution are analyzed depending on the calculated 

results of stability of tunnels and bearing capacity of strip footings. The calculated results also show that the proposed upper 

bound finite element method can achieve high accuracy, and the failure modes can be obtained by the mesh distribution. 

Key words: Drucker-Prager yield criterion; upper bound finite element method; second-order cone programming; higher-order 

triangular element; self-adaptation; failure mode 

0  引    言 
与有限元技术结合的极限分析上限法，具有理论

严谨、适应性强等优点，已成为分析岩土稳定性问题

的有力工具之一[1-3]。 
极限分析有限元常采用三节点三角形单元离散计

算域[4-6]，若改用六节点高阶单元时，应变率和塑性乘

子在单元内部呈线性变化，更适用于模拟剪切带等应

变率梯度较高的岩土破坏问题，目前已有不少学者研

究基于六节点三角形单元的上限有限元方法[7-8]。另一

方面，上限有限元法常建立线性规划求解岩土稳定性

问题[9-10]，近年研究表明，基于 Drucker-Prager 等屈服

准则的二维上限有限元法均可直接转换为计算效率较

高的二阶锥规划模型，目前，二阶锥规划方法在极限

分析有限元中已得到推广应用[11-13]。 
上述研究聚焦数学规划方法以及单元类型。事实

上，单元分布对于上限有限元的计算精度也有较大影

响。若将网格自适应加密技术引进上限有限元法中，

将显著提高计算精度及效率，同时最终得到的加密单

元密集形态，也可间接反映岩土破坏模式。在这方面，
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国内外不少学者做了相关研究[14-18]。 
岩土破坏极限状态受控于屈服准则 [19-20] 。

Mohr-Coulomb 屈服准则是岩土工程稳定性问题分析

的常用屈服准则，但由于其由于 M-C 准则在 平面上

的图形为不等角六边形，存在尖顶和菱角，在一些应

用中，通常需要对角点处进行光滑化处理，从而带来

额外的困难 [27-28] 。Drucker-Prager 屈服准则作为

Mohr-Coulomb 屈服准则的修正模型，在实际操作中

无需对其进行额外处理，因此常用于岩土工程稳定性

分析[21-23]。 
事实上，目前关于 Drucker-Prager 屈服准则对结

构极限状态的影响主要是基于有限元法。因此，本文

在文献[16]的基础上，考虑土体破坏服从 Drucker- 
Prager 屈服准则，并引入计算效率较高的二阶锥规划方

法，实现基于 Drucker-Prager 准则的高阶单元自适应上

限有限元方法。通过算例分析，揭示该屈服准则与

Mohr–Coulomb 屈服准则的差异所在，以及对上限解和

破坏模式的影响，以便在计算分析和工程中合理应用。 

1  基于 Drucker-Prager 准则的高阶单元

自适应上限有限元 
1.1  极限分析上限理论 

极限分析上限定理表明结构达到破坏极限状态

时，结构体内部存在一个运动许可速度场，使得内能

耗散不大于外力做功，即 

p p 1 0( ) ( )d
V

D d V W W   ≤   。   (1) 

式中  p ( )D  为整个计算域内能耗散； p ( )d  为内能

耗散函数；为塑性应变率（满足流动法则）； 1W为超

载外力做功； 0W为非超载外力做功。 
使用单元离散计算域，则计算域的内能耗散应为

所有单元内能耗散之和，即 

p ( )d dij ijAV
d AV        。        (2) 

1.2  Drucker-Prager 屈服准则 

假定岩土破坏遵循 Drucker-Prager 屈服准则，对

于平面应变问题，其表达式为 

1 2( ) ( )ii ijI J s k      ，         (3) 

式中， k， 为与黏聚力 c 与内摩擦角相关的材料常

数，  

1 11 22

2
2 ,

,

( )

1( ) ( , 1,2)  
2

ii ij ij m ij

i j
i j

I s

J s s i j

         

  




， ，

    。
   (4) 

由文献[21]可知，D-P 系列准则能否正确使用取决

岩土体不同的应力状态，本文在此不做细致探讨。D-P
准则的屈服面在主应力空间中是一圆锥面，针对同一材

料，如表 1 所示，根据不同 k， 值可得到一系列 D-P

屈服准则。 
表 1 各准则参数换算表[21] 

Table 1 Relationship among different yield criteria[21] 
编号 准则种类   k  

DP1 MC外角点

外接圆 
2sin

3(3 sin )



 
6 sin

3(3 sin )
c 


 

DP2 MC内角点

外接圆 
2sin

3(3 sin )



 
6 sin

3(3 sin )
c 


 

DP3 M-C 内切

圆 2

sin

3 (3 sin )


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2

3sin

3 (3 sin )
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DP4 MC等面积

圆 2

2 3 sin

2 3π(9 sin )
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2

2 3 sin

2 3π(9 sin )
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DP5 平面应变

MC 匹配 
sin

3


 cosc   

由文献[11]可知，当材料满足相关流动法则，并

且 ≥0 时，内能耗散函数可以转化为 
p  d k   ，              (5) 

式中，为单元塑性乘子，且同时需要满足 
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1.3  六节点三角形单元 

如图 1 所示，采用六节点三角形单元离散计算域，

且单元间不设置速度间断线，其中三角形 3 个顶点节点

1，2，3 对应塑性乘子 1 2 3  ， ， ， ( 1,2,3, ,6)i iu v i  ，

为单元节点速度。 

 
图 1 三角形六节点高阶单元 

Fig. 1 Six-node strain element 

显然，单元内部应变率 x y xy    ， ， 和塑性乘子
在单元内部线性变化，若三角形单元为直边且顶点 1，
2，3 处满足流动法则约束，即保证单元内均满足流动

法则约束： 
3

1

        ( 1,2,3)  i i
i
L i 



    ，    (7) 

式中， i为三角形顶点处的塑性乘子， iL 为三角形面

积坐标。 
1.4  基于 D-P 准则的高阶单元上限有限元二阶锥规

划模型 

以下建立基于 D-P 准则的高阶单元上限有限元二

阶锥规划模型。结合式（5），（7），求解计算域耗散能： 
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式中， eP 定义为三角形单元的内部耗散能 k 即为表 1
中的材料参数， EN 为计算域单元数，为塑性乘子。 

结合式（6），（8），上限有限元二阶锥规划目标函
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式中  11 12e e， 为辅助优化变量； 11 12 22  ， ， 为单元节点

应变速率；为节点塑性乘子； 为式（4）确定的材料

参数； uC b 为速度约束条件；该约束条件见文献[17]。 
1.5  非结构化网格自适应加密方法 

为获取高精度上限解，需在破坏区域划分密集网

格。若网格均匀加密，会极大增大计算规模，降低极

限分析上限有限元的求解效率。这里沿用文献[16]的
方法，即同时采用高阶单元并进行网格加密，具体流

程如下：①建立初始上限有限元分析模型，提取初始

单元内部能量耗散率。②根据计算结果，计算结构域 

内所有单元内部能量耗散率总和
E

e,
1

N

i
i
P


 。③根据单元 

内部耗散率的计算结果进行从大到小对单元进行排

序。定义参数
E

e, e,
1 1

Nn

i i
i i
P P

 

  为前 n个单元的单元 

耗散能之和与所有单元能量耗散能之和的比值。由参

数  控制自适应加密单元的数目及单元号。通常

=0.4 ，选定参数值之后，通过循环叠加的方式，确

定最终需要加密的单元数量 n，并依据排序结果确定

需要加密的单元序号。④根据第 3 步的处理，采用单

元一分为二的方式对内部耗散能较大的单元进行加

密。⑤返回第②步，重新进行上限有限元计算，一般

情况下根据初始单元数目的不同，加密 15～20 次即可

获取较高精度的上限解。 
1.6  上限有限元程序编制 

上限有限元计算程序应用 MATLAB 编制，利用

商业程序 Mosek 求解二阶锥规划计算模型。程序运行

环境为：操作系统 Windows 7 64-bit；处理器 Intel Core 
i5-3470M CPU@3.20 GHz；内存 8 GB。 
 

2  算例与验证 
分别以条形基础地基承载力问题[21]、隧道稳定性

问题[24-26]建立上限有限元计算模型，通过对比分析，

验证方法可靠性，分析 D-P 屈服准则对上限解的影

响。 
2.1  地基承载力问题 

（1）问题描述 
为了证明本文提出方法的有效性和准确性，选取

地基承载力问题作为验证。M-C 准则条件下，刚性基

础在纯黏性无重土地基 ( 0 0 0)c   ≥ ， ≥ ， 上的极限

荷载可由 Prandtl 公式得出 

π tan 2
u

πe tan + 1 cot
4 2

q c          
  。 (10) 

考虑对称性，刚性基础在纯黏性无重土地基的极

限承载力计算模型如图 2 所示。 

 

图 2 基础初始网格及边界条件 

Fig. 2 Initial mesh and boundary conditions of strip footing 

土体重度为 ，内摩擦角为，土体黏聚力为 c，
基础宽度为 B。土体右边界及下边界为速度为 0，即

0 0u v ， ；土体左边界速度边界条件为 0u  ；基

础与地基之间的速度边界条件为 0 1u v  ， 。 
（2）分析与讨论  
如表 2 所示，分别计算不同内摩擦角下的刚性

基础地基承载力系数 cN ，其中 10c  ，并与文献[21]
中地基极限承载力有限元法计算结果进行对比。 

由表 2 可以看出，本文方法计算结果较小于文献

[21]中地基承载力计算结果，如内摩擦角为 0°，DP1
屈服准则下，本文求得上限解较文献[21]小 0.9%；内

摩擦角为 15°，DP2 屈服准则下，本文求得上限解较

文献[21]小 4.2%；内摩擦角为 20°，DP3 屈服准则下，

本文求得上限解较文献[21]小 6.1%。结果表明，不同

Drucker-Prager 屈服准则条件下，本文提出的方法均能

够获取较优上限解。 
结合表 2 中结果可以发现，内摩擦角 对 DP 系

列屈服准则的计算精度具有较大的影响。DP1 屈服准

则计算误差随着内摩擦角的增大而增大，且极大高估

土体的稳定性。DP2 屈服准则与 MC 屈服准则吻合较

好，但其在内摩擦角 ≤25°时，略高估了土体的强 
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表 2 cN 计算结果与文献结果对比 

Table 2 Comparison between present results and those available in literatures 
0° 10° 15° 20° 25° 30° 

内摩 
擦角 本文 

方法 
文献
[21] 

本文 
方法 

文献
[21] 

本文 
方法 

文献 
[21] 

本文 
方法 

文献
[21] 

本文 
方法 

文献
[21] 

本文 
方法 

文献
[21] 

DP1 59.69 60.23 116.89 121.50 181.65 192.81 316.96 362.25 664.67 891.16 2350.02 2373.60 
DP2 59.69 60.23 96.26 98.59 124.48 129.91 163.26 175.00 216.34 243.13 291.25 351.88 
DP3 51.53 52.19 83.08 84.98 107.88 111.90 142.48 151.75 190.84 212.08 259.96 310.00 
DP4 54.10 54.81 90.70 92.94 122.35 127.51 171.65 184.90 252.06 289.28 394.98 508.83 
DP5 51.53 52.19 83.72 86.20 110.22 115.51 149.25 159.75 208.38 201.19 303.23 370.48 

Prandtl 51.42 83.45 109.77 148.35 207.21 301.4 

注：DP1 代表 M-C 外角点外接圆，DP2 代表 M-C 内角点外接圆，DP3 代表 M-C 内切圆，DP4 代表 M-C 等面积圆，DP5 代表 M-C 匹配 DP 圆。 

度，但 ＞25°则低估了土体强度。DP3 屈服准则的

计算结果始终略小于 MC 屈服准则（DP5），在内摩擦

角 ≤25°时，计算误差较小，但在 ＞25°时，其

计算误差要大于 DP2 屈服准则。DP4 屈服准则同样高

估土体的强度，但是与实际强度相差不大。 
为体现本文方法的计算精度，对比不同内摩擦角

下，本文方法与文献[21]所求的平面应变问题 M-C 匹

配 D-P 准则（DP5）条件下的地基承载力，如图 3 所

示。由图 3 可知，内摩擦角 0°时，两种方法的计

算精度均较高。随着内摩擦角增大，文献[21]的计算

误差不断增大，内摩擦角 30°时，文献[21]中计算

误差为 23.4%，本文方法仍保持较高计算精度。 

 

图 3 地基承载力相对误差 

Fig. 3 Relative errors of bearing capacity 

（3）加密网格及破坏模式 
本文采用基于单元耗散能的加密策略，在单元耗

散能较大处加密网格，因此，加密后的网格分布能够

间接反映出结构的破坏模式。 
为了简化分析，图 4 中左侧展示土体破坏服从

DP1、DP2、DP5 时的自适应加密 15 次网格图，右侧

则为相应的速度矢量图。其中，图 4（a）为采用 DP1
屈服准则， 10c  ， 20°时的加密网格及速度矢量

图，单元数为 12622；图 4（b）为采用 DP2 屈服准则，

10c  ， 10°时的加密网格及速度矢量图，单元数

为 8693；图 4（c）为采用 DP5 屈服准则， 10c  ，  
20°时的加密网格及速度矢量图，单元数为 8309。 

由图 4（c）即 DP5 条件下，自适应加密 15 网格

图可以发现，加密网格形成较清晰带状区域，并较清

晰地反映出基础下方的主动区、相邻的被动区以及过

渡区与经典的 Prandtl 模型相一致。与图 2 地基初始网

格图对比可以发现，对于未破坏区，单元并未加密，

这也间接体现出本文所提方法的适用性及有效性。

DP1 与 DP2 条件下，破坏形态与 DP5 条件下相类似，

区别仅在于破坏区域的大小不一致。 
2.2  隧道稳定性问题 

（1）问题描述 
为了进一步证明本文提出方法的有效性和准确

性，选取隧道稳定性问题进行验证。 
（2）分析与讨论 
分别计算不同内摩擦角时，自重作用下圆形隧

道临界破坏系数 max /Dc ，并与文献[24～26]中上限有

限元计算结果进行对比，结果如表 3 所示。 
表 3 自重作用下圆形隧道临界破坏系数计算结果(DP5) 

Table 3 Calculated results of critical failure coefficient of circular  

tunnel under gravity (DP5) 

/C D   /(°) Yang 
等[26] 

Sahoo 
等[25]  

Yamamoto 
等[24] 本文方法 

5 2.34 — 2.33 2.29 
10 2.69 2.63 2.61 2.62 1 
20 3.63 3.67 — 3.52 
5 1.8 — 1.76 1.77 

10 2.14 2.2 2.13 2.11 2 
20 3.13 3.28 — 3.11 

由表 3 可以看出，本文方法略小于文献[24～26]
中的上限解。如 / 1C D  ，内摩擦角为 20°时，本文

求得上限解较文献[26]小 3.1%，较文献小 4.3%[26]；如

/ 2C D  ，内摩擦角为 10°时，本文求得上限解较文

献[26]小 1.5%，较文献[25]小 4.3%。结果表明，本文

提出的方法能够获取较优上限解。 
表 4 中列举了系列 DP 准则下隧道临界破坏系数

计算结果。可以发现，内摩擦角 0°时，DP1 与 DP2
的计算结果是一致的；内摩擦角  5°，10°时，计

算结果 DP1>DP2>DP4>DP5>DP3；内摩擦角  20°
时，计算结果 DP1>DP4>DP2>DP5>DP3，与文献[21]
中所总结的规律基本一致，这也从另一方面证明了本

文所提方法的正确性及有效性。   
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图 4 地基承载力自适应上限有限元加密后网格 

Fig. 4 Adaptive refined meshes of bearing capacity using finite element upper bound solution 

 

图 5 隧道初始网格及边界条件 

Fig. 5 Initial mesh and boundary conditions of tunnel 

结合表 4 中结果可以发现，DP1 屈服准则的计算

结果始终大于 DP5 屈服准则（匹配 MC 屈服准则），

且计算误差随着内摩擦角的增大而增大，这说明采用

DP1 屈服准则会极大高估土体的稳定性。DP4 屈服准

则同样高估土体的强度，但是与实际强度相差不大。 
DP3 屈服准则为 MC 的内切圆，实质上相当于降低了

土体的强度，结合表 4 中计算结果，采用 DP3 屈服准

则的临界破坏强度略小于 DP5 屈服强度，这也是符合

极限分析的理论推导。与 DP1，DP3，DP4 屈服准则不

同，在内摩擦角 ≤25°时，DP2 屈服准则计算结果略

大于 DP5，在内摩擦角 ＞25°时，计算结果略小于

DP5 屈服准则，但是计算误差要小于 DP3 屈服准则。 
表 4 系列 DP 准则下隧道临界破坏系数计算结果 

Table 4 Calculated results of critical failure coefficient of circular  

      tunnel under gravity based on Drucker-Prager yield criteria 

/C D   /(°) DP1 DP2 DP3 DP4 DP5 
0  2.33  2.33  2.02  2.12  2.02  
5  2.80  2.62  2.29  2.42  2.29  
10  3.45  2.94  2.60  2.80  2.62  
20  6.00  3.76  3.40  3.90  3.52  
25  8.76 4.28 3.92 4.75 4.17 
30 13.78 4.85 4.51 5.89 4.98 

1 

35 25.18 5.48 5.17 7.41 5.98 
0  1.74  1.74  1.51  1.58  1.51  
5  2.18  2.03  1.77  1.88  1.77  
10  2.83  2.39  2.09  2.26  2.11  
20  5.63  3.35  3.00  3.49  3.11  
25  8.65 3.97 3.60 4.46 3.86 
30 13.76 4.67 4.31 5.75 4.80 

2 

35 25.19 5.40 5.07 7.38 5.94 

（3）加密网格及破坏模式 
以土体破坏分别服从 DP3、DP4、DP5 屈服准则

时隧道稳定性问题自适应网格加密图为例，进一步展

示本文所提方法能够间接获取破坏模式的优点。 
图 6（a）为基于 DP3 屈服准则，单元自适应加密

15 次的网格图，计算域单元数为 7409；图 6（b）为

基于 DP4 屈服准则，计算域单元数为 7545；图 6（c）
为基于 DP5 屈服准则，计算域单元数为 7850。 
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图 6 隧道稳定性自适应上限有限元加密后网格( / 1C D  ，   20°) 

Fig. 6 Adaptive refined meshes of bearing capacity using finite element upper bound solution 

3  结    论 
本文建立基于 Drucker-Prager 准则的高阶单元自

适应上限有限元计算模型，得到以下 2 点结论。 
（1）基于 Drucker-Prager 准则的高阶单元自适应

上限有限元方法具有较高计算效率及精度。 
（2）采用 DP1 屈服准则会极大高估土体的安全

系数，且内摩擦角越大，误差越大；从安全角度来说，

内摩擦角 ≤25°时，DP3 与 MC 屈服准则吻合较好；

内摩擦角  25°时，DP2 计算结果较精确，且安全

系数偏低；DP4 计算精度要高于 DP1 屈服准则，但安

全系数始终偏高。算例结果表明，只要选取合适的 D-P
准则，其计算精度是很高的，完全可以在实际工程中

获得广泛的应用。 
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