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摘  要：通过引入能够较好反映非饱和土弹塑性变形特性的 Barcelona 模型并结合能够较好反映砂土剪胀特性的 Lade
模型，进行了 3 种不同应力路径的三轴试验，给出了能反映非饱和含黏砂土应力应变特性的非饱和弹塑性模型，并讨

论了吸力和净围压对弹性应变、塑性应变、塑性功和屈服函数的影响。推导出了总体积变形的表达式，该式同试验结

果变化规律符合较好，说明该理论适合于非饱和含黏砂土。同时，由试验数据可以得出含黏砂土的体变峰值点、剪胀

特性同净围压和吸力的变化有密切的关系。 
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Abstract: The modified Lade model and Barcelona unsaturated elastoplastic model are used to describe the stress and strain 

relationship of unsaturated clayey sand, The tests on three types of stress paths tests are conducted. The elastoplastic 

constitutive relations are deduced considering suction and net confining pressure at the same time. The changing laws of elastic 

strain, plastic strain, plastic work and yield function are given by adjusting the suction and net confining pressure. A formula for 

volume change that can express the stress dilatancy of unsaturated clayey sand is developed. The results of this formula agree 

with the test ones. It is shown that this theory is suitable for unsaturated clayey sand. At the same time, the peak value points 

and the stress dilatancy are greatly related to the net confining pressure and the matric suction. 
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0  引    言 
剪胀性是岩土材料的基本特性之一[1,2]，对于颗粒

状的中密、密实砂土尤为明显。对于饱和砂土的变形

和强度等力学特性，前人已开展了大量且有成效的工

作。Reynold 早在 1885 年，就在其著名的砂土试验中

认识到密砂在排水条件下剪胀和不排水条件下的剪切

出现负孔隙水压力，当时只是定性地论述了砂土的这

一体积变化特性。直到 20 世纪 40 年代 Casagrande 在
试验的基础上解释了土体中摩擦角对体变的影响， 并
且在研究砂土液化时根据土的剪胀性提出了临界孔隙

比的概念，这标志着剪胀性开始应用于土力学领域。

随后国内外众多学者，对单调剪切作用下的剪胀规律

先 后 提 出具 有 原创 性 的研 究成 果 [3-7] ， Lade- 

Duncan(1975)根据真三轴试验结果[8]，提出了一种适

用于砂土的弹塑性模型。该模型把土视作加工硬化材

料，服从不相关联流动法则，硬化规律采用弹塑性功

硬化规律。后来 Lade（1977）又增加了一个体积屈服

面，形成了双屈服面模型[9]，1988 年 Lade 又将他的

双屈服面，组合成一个全封闭的光滑屈服面，又回到

单屈服面模型[10-12]。国内学者对砂土的剪胀性做了大

量 的 有 益 工 作 ， 张 问 清 等 [13] （ 1982 ） 参 照

Lade-Duncan(1975)模型对上海粉砂土的弹塑性应力

–应变模型进行了探讨。张建民[14]（2000）在对试验

研究分析基础上认为砂土的剪胀是由可逆体应变分量
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和不可逆体应变分量构成。李广信[15]（2000）认为卸

载体体缩与土的物理性质、应力路径、边界条件以及

土的各向异性等因素有关，实际上卸载体缩在一定程

度上可认为是可恢复性剪胀变形。迟明杰[16]（2009）
从细观上对砂土的剪胀机理进行了研究。上述研究都

是针对饱和砂土进行的，但工程中绝大多数砂土都处

于非饱和状态，如广州—佛山高速公路半挖半填路堤

的土多为非饱和含黏砂土，对其非饱和状态下弹塑性

和剪胀性的本构关系尚未见报道。本文将 Alonso 模型

的弹性体应变、塑性体应变结合 Lade 修正模型推广应

用到非饱和含黏砂土中，主要是考虑了吸力、净围压

对硬化功、屈服函数和塑性势函数影响，以及探讨了

各参数随吸力的变化而变化的规律，试图更加准确地

描述含黏砂土的变形特性。 

1  模型简介 
1.1  符号说明 

本文采用下列符号描述三轴应力状态: 
1 2 3

a3
p u   
    ，         (1) 

1 3q      ，                 (2) 

a ws u u    ，                  (3) 

式中， p ，q， s分别为净平均应力、偏应力和吸力，

1 ， 2 和 3 是 3 个主应力。 
本文用 v ， s 和 w 分别表示土样的体应变、偏

应变和土中水相体变，它们由以下三式定义： 

v 1 3
0

2V
V

  


  


  ，            (4) 

s 1 3
2 ( )
3

      ，               (5) 

w
w

0

V
V




   。                   (6) 

式中  V ， wV 和 0V 分别表示土样的体积改变量、

水相改变量和土样的初始体积； v 和 w 分别通过以下

两式与土的比容 (1 )v e  和含水量 w 联系起来： 

0 v 0 v(1 )(1 ) (1 )v e v        ，   (7) 
0

0 w
s

1 e
w w

d



    。             (8) 

1.2  巴塞罗那模型应变部分 

20 世纪 80 年代末西班牙学者 Alonso 等（1990）
首次提出非饱和土弹塑性本构模型，该模型可描述非

饱和土的许多力学特性，如屈服应力随吸力增加而增

大，随吸力减小而湿化等。现在该模型已成为非饱和

土的弹塑性模型中的经典，一般称它为巴塞罗那模型。

模型基于饱和土的修正剑桥模型，结合非饱和土的变

形特点，通过引入湿陷－加载屈服面（LC 屈服面）

得到。该模型可以较好的反应非饱和粘性土的加载屈

服特性。该模型将湿陷变形作为非饱和土变形的一个

部分。 
由该模型的硬化定律可知，净平均应力和吸力作用

都会使试样产生弹性和塑性变形，故在考虑该模型变形

时，将由这两个量分别产生弹性和塑性应变叠加。 
e
vp

d dd v k p
v v p

      ，           (9) 

式中， e
vp 为由净平均应力引起的弹性体应变，

1v e  ， ,v e 分别为试样的比容和孔隙率， k 为回弹

曲线的斜率， p 为试样的净平均应力。 

vp
d( )d

ps
v p


    ，           (10) 

式中， vp 为由净平均应力引起的体应变部分， ( )s 为

压缩曲线直线段的斜率。 
p
vp

( ) dd s k p
v p





   ，          (11) 

式中， p
vp 为由净平均应力引起的塑性体应变部分。 

同理，吸力变化时也将产生相应的弹性、塑性变形。 
e s
vs

a

dd
( )

k s
v s p

 


  ，            (12) 

式中， e
vs 为吸力引起的弹性体应变部分， sk 为吸力改

变时弹性硬化参数， ap 为大气压力。 
s

vs
a

d
d

( )
s

v s p


 


   ，           (13) 

式中， s 为吸力改变对初始状态硬化参数。 
p s s 0
vs

0 a

d
d

( )
k s

v s p








  。        (14) 

1.3  Lade 模型 

由于基质吸力张量是各向同性，其对土样作用，

只产生胀缩体变，不产生剪切体变。故本部分只对主

应力状态变量进行讨论。 
1 1 3 3 a( ) 3( )I u        ，      (15) 

2 1 a 2 a 2 a 3 a( )( ) ( )( )I u u u u           

3 a 1 a( )( )u u     ，              (16) 

3 1 a 2 a 3 a( )( )( )I u u u        。    (17) 
采用非关联流动法则，剪切屈服面为 

3
1 1

p 1
3 a

27 0
mI IF

I p


       
  

  ，    (18) 

式中， pF 为屈服函数，m 为幂次，m 的大小反映锥面

线的曲率大小，当 m=0 时，就是直线锥面，m 值可由

4 组非饱和土三轴压缩试验确定。破坏时 p fF F ，

0 f  。 
塑性势面 Qp与 Fp形状相似，故 

3 a
p 1 3 2 3

1

27
mpQ I I I

I
      

 
  ，      (19) 

式中， 2 为塑性势参数，一个 pF 对应一个 Qp，从而
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对应一个 2 。根据 p 的定义有 
p

p 3
p
1

2 1
1 1 a 3 a 2 a 1 3

2 2
1 1 3 a 1 3 a

d
d

    (3 27( )( ) (

       ( )( ))) /(3 27( )

m m

m
a

I u u p mI I

I u u I u






  

  

 



 

      

    

   

1 2
2 a 1 3 1 3 a( ( ) ))m m mp mI I I u        。   (20) 

由式（20）可得 
p 2

2 1 3 a 1 a 3 a(3 1 ) 27( )(( ) ( ))) /pI u u u           （  

 p pa 3
3 a 1 a 3 a

1 1

( ) ( ) ( ) (1 )
mp I

u u u m
I I

    
                  

。

                           (21) 

2 与应力状态及屈服函数间关系为 

3
2 p

a a

sSF R X t
p p


      ，       (22) 

式（22）中，各参数可通过 4 个非饱和排水三轴剪切试验 
确定。 

p

1

p
p

a

e
n

bW W
F a

p
  

  
 

  ，          (23) 

式（23）中，Wp为塑性功，其计算公式如下： 
           p

p dij ijW      。              (24) 

对于非饱和土三轴排水剪切试验， 2 3  ，
p p
2 3d d  ， 0,( )ij i j   ，故式（24）可写为 

2
p p1 3

p 1 2 1 3 a v
( )

( )d ( ) d
2

W u
E

 
    


        

3 a 1 3( )(1 2 )( )u
E

     
  。         (25) 

根据塑性增量理论的流动法则，有 
pd dij

ij

Q
 







  。              (26) 

对式（8）微分后带入式（26）中，即得塑性应变增量 
pd ij 和应力分量间的关系： 

22
p 31

2
2 a

3d d
( )ij

ij ij

IIk
k u

 
 

 
     

  。  (27) 

故塑性应变 p
vd 如下： 
p p p p
v 1 2 3d d d d       

2
31

2
2

9d
ij

IIk
k




 
    

  ，        (28) 

式中， ij 为土样的应力， pd ij 为土样的应变增量。 
式（23）中的其他参数确定如下： 

          
1

a
1

p

nepa
W

    
 峰

  ，           (29) 

           
p

1b
nW


峰

  ，              (30) 

       3 a
ap

a a

L Yu sW Mp
p p

        
   

峰   ，  (31) 

3 a

a a

+
usn

p p


  


    。       (32) 

由于塑性势函数为三次齐次函数，根据欧拉齐次 
函数定理， 

ij
ij

Q nQ






  ，           (33) 

p

d3
d

FA Q
W

    ，          (34) 

从而有         
p1 dd d

3
WF

A Q
      。       (35) 

因此，可得塑性因子 pd  
p

p
a

P 2 3
1

dd
3

m

W
pQ m I
I





   
 

  。  (36) 

由此，可得剪切屈服面所对应的应变增量： 
p

p pp
p

p a
p p 2 3

1

d d
d d

(1 ) 3
ij m

ij

Q F W

pF bnW Q m I
I

 





 

         

。 

                                        (37) 
故，三轴试样总体应变表达式如下： 

v vp spd d d      。           (38) 

模型的各参数确定由后续试验确定。 

2  试验验证 
2.1  试验方案 

本文以广州—佛山高速公路的含黏砂土为研究对

象，其物性指标如表1，2所示。试验设备介绍参见文

献[17，18]。共做了3种应力路径的三轴试验：①12个
净围压（ 3 au  ）和吸力s都控制为常数的三轴排水剪

切试验。净室压力分别控制为100，200，300 kPa，吸

力分别控制为0，50，100，200 kPa。②3个净平均应

力等于常数，吸力增大的三轴收缩试验。控制净平均

应力分别为25，50，100 kPa。③3个吸力等于常数，

净平均应力增大的各向同性压缩试验，控制吸力分别

为50，100，200 kPa，净平均应力分级施加。 
表 1 试验所用含黏砂土的颗粒组成[19] 

Table 1 Grain sizes of clayey sand used in tests 
颗粒(mm)组成/% 相对密度 

ds >2 0.5～2 0.2～0.5 0.2～0.075 <0.075 
2.68 10.39 19.58 32.46 22.75 14.82 

表 2 试验所用含黏砂土的物性指标[20] 

 Tabel 2 Index properties of clayey sand used in tests 
干密度/(g·cm-3) 含水率/% 孔隙比 饱和度/% 

1.85 14.5 0.443 87.34 
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2.2  含黏砂土三轴排水剪切 

对非饱和含黏砂土进行同时控制净围压和吸力都

为常数的三轴排水剪切试验，试验在相同净围压和不

同吸力作用下的偏应力、体积变化特性与试样轴向应

变的关系如图 1 所示。图中实心标记为偏应力，空心

标记为体应变。由图 1 可看出：相同干密度、相同净

围压作用下，吸力越大试样的剪切强度越大，说明了

吸力对土样强度有着重要的影响；随吸力的增大，试

样由无剪胀逐渐变为有较强剪胀，故吸力对试样的剪

胀有显著作用，吸力越大试样的剪胀越强；相同净围

压，随吸力的增大，试样的剪切强度与应变关系图逐

渐由应变硬化型向应变软化型转变。 

图 1 偏应力、体变与轴向应变的关系 

Fig. 1 Relationship among deviator stress, volumetric strain and  

axial strain  

由图 1（a），（b），（c）可知，相同吸力的试样，

净围压越大剪切强度越高，吸力越大试样的应变软化

现象越明显。吸力小于 100 kPa 时，3 种净围压作用下

受剪，试样剪胀微弱，随着吸力的增大，剪胀性逐渐

增强；相同吸力，围压越大剪胀性越明显。 
2.3  控制净平均应力的三轴收缩试验 

不仅净平均应力、剪切应力等荷载可以使土屈

服，Alonso（1990）提出吸力的增加也能使土屈服。

本节主要探讨控制净平均应力，当吸力逐渐增大，非

饱和含黏砂土的体变、排水和屈服的变化规律。图 2
为控制净平均应力时，随吸力增大不同净平均应力的

试样体积变化关系。图中纵轴 1v e  ，横轴为吸力

变化的对数值。由图 2 可知试样在 3 种净平均应力作

用下，随吸力的增大 3 个试样都有一个较为明显的屈

服点，3 个试样屈服点较为接近。由此可见，控制净

平均应力，增大吸力的屈服点可以视为某一常数，陈

正汉等[18]将这一吸力定义为这种土样的最大屈服吸

力，其数值见表 3。 

 

图 2 控制净平均应力 v–lgs 关系 

Fig. 2 Relationship between v and lgs under controlled net mean  

stress 

表 3 控制净平均应力三轴收缩试验参数 

Table 3 Parameters of triaxial shrinkage tests with controlled net  

mean stress 

控制净平均应力的三轴收缩试验的 v w ， 和 w 

三者与 lg a

a

s p
p


的关系见图 3（a），（b），（c）。 ( )p ， 

w ( )p 和 ( )p 分别表示图 3（a），（b），（c）中直线段

斜率，将试验数据列于表 3 中。由表 3 可知，对不同

变化范围吸力的 3 组试样，净平均应力不同对 w ( )p ，

p 

/kPa 

屈服应力 

/kPa 

( )p  

/ %  
w ( )p  

/ %  

( )p  

/ %  

25 125 3.1608 6.5747 -3.545 

50 126 5.1576 7.0457 -3.799 

100 131 7.7571 7.0891 -3.823 

平均值 127 — 6.9032 -3.722 
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( )p 的影响较小，可近视为常数，本例中取 3 者的平

均值。而 ( )p 随净平均应力的变化较为显著。不同

净平均应力的 3 组试验数据，可用下式描述： 
0 a

3
a

( ) ( ) lg
p p

p p m
p  
    

 
  ，   (39) 

其中， 0 ( )p 是 ( )p 在 p 等于零时的值， 0 ( )p = 
0.010794， 3m =0.22364。 

式（8）两边对 s 微分得 
0 w

s

1 dd
d d

ew
s d s


    ，         (40) 

a

a a

a

d d0.4343 ( )
dd lg

s pw w p
s p p s

p




 
 

 
 

 ， (41) 

a w
w

a a

a

dd 0.4343 ( )
dd lg

s pw p
s p p s

p





 

 
 
 

。 (42) 

由式（40）～（42）可得 w ( )p 和 ( )p 之间的关

系： 
s

w
0

( ) ( )
1

d
p p

e
  


  ，        (43) 

式中的负号表示试样中含水率随排水量增加而减小。 
把 sd 和 0e 带入式（43），对应于同一吸力的 w ( )p

与 ( )p 的数值之比等于 1.857，与表 3 中这两数值之

比接近，说明试验数据是比较可靠的。 

 

图 3 控制净平均应力的三轴收缩试验 

Fig. 3 Triaxial shrinkage tests with controlled net mean stress 

2.4  控制吸力的三轴均压试验 

控制吸力分别为 50，100，200 kPa 的 3 个试样随

净平均应力的变化，屈服点、体积变化、排水体积变

化和试样的含水率变化关系如图 4，5 所示。 

图 4 控制吸力的 v – a

a

lg p p
p


 

Fig. 4 Relationship between v  and a

a

lg p p
p


 under controlled  

suction 

图 4 为控制吸力时，随净平均应力的增大，不同

吸力试样体积变化关系。图中符号意义同前。由图 4
可知试样在 3 种吸力作用下，随净平均应力的增大 3
个试样都有一个较为明显的屈服点，它们随着吸力的

增大，而明显提高，说明吸力对土样屈服有较大的影

响。类似的， w( ) ( )s s ， 和 ( )s 分别表示图 5（a），
（b），（c）中直线段斜率，将试验数据列于表 4 中。

由表 4 可知，对不同变化范围吸力的 3 个试样，吸力

不同对 w ( )s ， ( )s 的影响较小，可以近似为常数，

本文中取 3 试样的平均值。而 ( )s 随净平均应力的变

化较为显著，有 
0 a

4
a

( ) ( ) lg
s p

s s m
p  
    

 
  ，   (44) 

式中， 0 ( )s 是饱和土的体变与压缩荷载的斜率，
0 ( )s =0.097909， 4m =-0.1745，负号表示随吸力的增

大，体变减小。 

图 5 控制吸力的三轴均压试验关系 

Fig. 5 Triaxial isotropic pressures under controlled suction  
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表 4 控制吸力的均压试验参数 

Table 4 Parameters of isotropic compression tests with controlled  

..suction 

图 6 为不同净围压下，不同吸力的三轴排水剪切

试验塑性功与屈服函数间的关系。由图 6 可知：相同

净围压下，吸力越大同一塑性功所对应的屈服函数值

越大；随吸力的增大，塑性功与屈服函数间的关系，

由硬化型向软化型过渡，尤其在高吸力（s=200 kPa）
作用下，屈服函数值增加较快，软化现象更为明显。

相同吸力，不同净围压作用下，围压越大，同一塑性

功对应的屈服函数值越小；塑性功与屈服函数间的关

系软化现象越明显。所以吸力和净围压对屈服函数和

塑性功都有较大的影响。由上述试验确定的模型参数

如表 5 所示。 

3  模型预测与试验数据比较分析 
由上述推导可知，非饱和土体的体变部分的弹性

应变、剪切屈服面的塑性应变和体积屈服面的塑性应

变分量三部分都已得到相应的解答，它们三项的和即

式（38）。模型参数各部分参数如表 5 所示，由前面的

推导可知，相对于原模型 14 个参数，本模型需 19 个 

图 6 塑性功 pW 和屈服函数 pF 间关系 

Fig. 6 Relationship between plastic work pW  and yield function  

pF  

参数确定总体变，这是由于考虑吸力影响造成的。式

（38）所计算的结果和试验所测结果如图 7 所示。由

图可知非饱和含黏砂土的剪胀性不但与围压有关，而

且同吸力也有密切的关系。所有的曲线在轴向应变–

体变坐标平面内，每条曲线都有一个峰值点，这说明

本文所研究的含黏砂土在控制初始含水率 14.5%和初

始干密度 1.85 g/cm3 所选应力加载路径下，具有剪胀

性。其剪胀的明显程度、峰值点出现快慢与围压和吸

力的大小有关。同一吸力下，随着围压的增大，剪胀

性越明显，峰值点出现的越快；在同一围压下，吸力 
越大，剪胀性越明显，峰值点出现的越快。由图 7 可 

表 5 非饱和含黏砂土 Lade 模型参数 

Table 5 Lade model parameters of unsaturated clayey sand 

s/kPa 
屈服应

力/kPa 

( )s  

/% 
w ( )s  

/% 

( )s  

/% 

 50 114 7.5831 7.5831 -3.4629 

100 138 3.0609 7.1369 -4.1761 

200 151 2.0798 7.0798 -3.7295 

平均值 — — 7.2666 -3.7895 

参数 名    称 表达式或数值 相关系数 参数类型 

k 净平均应力变化引起的弹性硬

化参数 
0.0002 0.0442s   0.8015 

sk  吸力变化引起的弹性硬化参数 0.0003 +0.0098p  0.9823 

弹性 
应变 
参数 

1  吸力有关的屈服指数 6.8246 48.5612s   0.9245 
m  吸力有关的屈服指数 0.0037 0.5281s   0.8435 
R  塑性势常数 21.6425 — 
S 塑性势常数 0.3183 — 
X 塑性势常数 78.2156 — 
t 塑性势常数 -72.6323 — 
  塑性功常数 -4.5347 — 
  塑性功常数 -0.3154 — 
  塑性功常数 10.7526 — 
M 功硬化常数 0.1032 — 
L 功硬化常数 0.2834 — 
n 功硬化常数 3 a0.0297 0.002522( ) 11.6942s u     0.9576  
Y 功硬化常数 -0.3054 — 

 
 
 
 
 
 

塑性 
剪切 
应变 
参数 

( )s  净平均应力变化引起塑性 
硬化参数 

0.0007 0.0106p   0.9535 

s  吸力变化引起塑性硬化参数 0.0003 0.0801s   0.7305 

塑性 
应变 
参数 
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知试验数据与理论计算值之间虽然数值之间虽有所差

别，但其变化规律较为相符，说明修正后的 Lade- 
Duncan 模型可以推广到非饱和含黏砂土，从而说明吸

力对非饱和黏土质砂的剪胀性有显著的影响。 

 

图 7 体变与轴应变的关系 

Fig. 7 Relationship between volume change and axial strain 

4  结    语 
本文进行了 3 种不同应力路径的三轴试验，以能

较好反映非饱和黏土弹塑性的 Barcelona 模型和能较

好反映砂土剪胀特性的 Lade 双屈服面模型为理论基

础，建立了能较好反映含黏砂土剪胀特性的弹塑性模

型，讨论了吸力和净围压对非饱和含黏砂土剪胀特性、

变形、塑性功、屈服函数的影响。建立了非饱和含黏

砂土弹塑性模型，并确定了相关参数。把试验结果和

模型所得结果相比较，规律符合较好，说明运用该模

型计算非饱和含黏砂土是较为可靠的。从试验数据可

看出，含黏砂土的体变峰值点，剪胀性与净围压和吸

力的变化有密切的关系。 
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