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一个基于细观结构的粗粒料弹塑性本构模型 
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摘  要：针对粗粒料的剪胀特性和强度非线性，在经典弹塑性理论框架内，建立了一个基于细观结构的粗粒料弹塑性

本构模型。模型采用基于颗粒材料细观结构变化推导得到的屈服函数，在此基础上由非相关联流动法则得到的剪胀方

程，结合粗粒料典型的三轴压缩试验结果，引入一种无黏性土的压缩模式，构造了能够统一描述粗粒料剪胀、剪缩特

性的硬化参数。阐述了由常规三轴试验和等向压缩试验确定模型全部 7 个参数的方法。对 3 种粗粒料三轴压缩试验结

果进行了预测，预测结果与试验结果吻合良好，说明模型能够合理地反映粗粒料的应力变形特性。 
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Microstructure-based elastoplastic constitutive model for coarse-grained materials 
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Abstract: Considering the nonlinear characteristics of dilatancy and strength of coarse-grained materials, an elastoplastic 

constitutive model based on microstructures is established within the framework of classic elastoplastic theory. In the model, a 

yield function derived from the microstructure of granular materials is adopted，and a stress-dilatancy relationship is developed 

from the yield function with the non-associated flow rule. Based on the typical trixial compression test results of coarse-grained 

materials, a hardening parameter is proposed by introducing a compression model for cohesionless soils, which can describe 

both the dilantancy and the contraction of coarse-grained materials. The proposed model has 7 parameters, which can be 

determined by the conventional trixial compression tests and the isotropic compression tests. The proposed model is calibrated 

by modeling the trixial compression tests on three rockfill materials. It is found that the calculated values are in good agreement 

with the experimental data, indicating that the proposed model can reflect the stress and deformation characteristics of 

coarse-grained materials reasonably. 

Key words: coarse-grained material; microstructure; yield function; dilatancy; elastoplastic constitutive model  

0  引    言 
粗粒料由于具有压实性能好，透水性强，沉降变

形小，承载力高等良好的工程特性，在土石坝工程中

得到了广泛应用。国内外对其应力变形特性进行了大

量的研究，取得了丰硕的成果。试验研究表明[1-6]：粗

粒料由于颗粒破碎的影响，峰值强度呈现明显的非线

性，且在低围压下具有明显的剪胀性，高围压条件下

剪胀性不明显甚至消失。因此在构建粗粒料本构模型

时，应着重考虑反映粗粒料的强度非线性及剪胀特性。

目前国内外学者建立的弹塑性本构模型主要有两类：

一类是在经典弹塑性理论的框架内，由宏观试验或能

量假设得出屈服函数[7-11]，但对屈服函数中蕴含的细

观本质关注较少，而且这类模型大多沿用剑桥模型的

硬化规律；另一类则基于广义塑性理论[12-21]，根据试

验结果进行大量试算来构造塑性模量，大多直接采用

原始或修正剑桥模型中的剪胀方程，不能合理地反映

粗粒料的剪胀特性，而且许多模型都存在参数多，参

数确定方法复杂等问题。 
本文在经典弹塑性理论的框架内，通过下述 3 个
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方面的工作，建立了一个适用于粗粒料的弹塑性本构模

型：①采用一种基于颗粒材料细观结构变化推导得到屈

服函数，在此基础上根据非相关联流动法则得到粗粒料

剪胀方程；②结合粗粒料典型的三轴压缩试验结果，引

入一种无黏性土的压缩模式，构造了能够统一描述粗粒

料剪胀、剪缩特性的硬化参数；③采用随平均正应力减

小的峰值内摩擦角描述粗粒料强度的非线性。 

1  基于细观结构的颗粒材料屈服函数 
1.1  细观结构参数 S   

粗粒料等颗粒材料在加载过程中，宏观力学特性

的变化与材料细观结构的变化存在着必然的联系，因

此，越来越多的学者对材料细观结构进行了深入的研

究，提出了多种表征颗粒细观结构的参量，例如组构

张量[22]、综合结构势[23]、颗粒接触角[24]等。刘斯宏

等[25]根据离散单元法（DEM）数值模拟二轴压缩试验

的结果，提出了一个能够综合反映颗粒材料的力学特

性与组构特征的细观结构参数 S，其定义为颗粒接触

力与颗粒接点数按颗粒接触角整理的归一化分布的点

积。 
颗粒接触角 定义为相互接触的两个颗粒的形

心连线与大主应力作用面的夹角，如图 1 所示，以逆

时针方向为正。图 2，3 分别为根据双轴压缩试验 DEM
数值模拟结果，按颗粒接触角统计得到的颗粒接触力

分布 ( )F  及颗粒接点数分布 ( )N  。其中， ( )F  为

对应于颗粒接触角 的颗粒接触力的平均值，表征颗

粒间的受力分布； ( )N  为对应颗粒接触角 的颗粒

有接触力作用的接点数（颗粒间相互挤压）除以颗粒

接点总数（归一化处理），表征颗粒的几何排布，即骨

架结构。归一化处理是为了消除试样尺寸效应对颗粒

接点数分布的影响。从图中可以看出，无论是颗粒接

触力分布 ( )F  还是颗粒接点数分布 ( )N  ，等向压缩

状态时可以近似用圆来拟合，呈现出各向同性的性状；

剪切状态时可以近似用椭圆来拟合，椭圆的长轴方向

为大主应力方向，呈现出各向异性的性状。 

 
图 1 颗粒接触角 定义 

Fig. 1 Definition of particle contact angle   

 

图 2 颗粒接触力按颗粒接触角 的统计分布图 

Fig. 2 Distribution of particle contact forces statistically counted  

with respect to contact angles   

 
图 3 颗粒接点数按颗粒接触角 的归一化统计分布图 

Fig. 3 Normalized distribution of particle contact points  

       statistically counted with respect to contact angles   

为了综合考虑表征骨架结构特性的分布 ( )N  与

表征颗粒间受力特性的分布 ( )F  ，将这两种分布点

乘，得到了图 4 所示的 ( ) ( )N F  分布。由图 4 可见，

( ) ( )N F  分布特征与单独考虑颗粒接点数的分布

或接触力的分布特征相似，即：在等向压缩状态时各

向同性，剪切过程中各向异性，向大主应力方向集中。

该分布反映颗粒的细观结构，既考虑了颗粒材料的骨

架结构特性，又关注了颗粒间的受力特性，是颗粒材

料力链结构的综合反映。 

 
图 4 加权颗粒接触力按颗粒接触角分布图 

Fig. 4 Weighted distribution of particle contact forces statistically  

.counted with respect to contact angles   

( ) ( )N F  分布表示的是对应于某一应力状态

颗粒接触力随着颗粒接触角 在 0°～360°范围内

的变化情况，反映了该应力状态下颗粒材料的细观结

构。在本构建模中，需要用一个参量来定量描述

( ) ( )N F  分布。为此，对 ( ) ( )N F  分布求模，求

模结果定义为细观结构参数 S，即 
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 2( ) ( ) [ ( ) ( )]S N F      N F  。 (1) 

1.2  基于细观结构参数 S变化的屈服函数 

文献[25]对图 5 所示的等向压缩、等 p剪切、侧

限压缩和等 3 剪切 4 种不同应力路径下的双轴压缩

试验进行了 DEM 数值模拟。图 6 为根据 DEM 数值模

拟结果整理得到的细观结构参量 S 随着宏观应力的

变化过程曲线。图中的 p与 q分别为二维情况下的球

应力与偏应力。统一将细观结构参数S的变化与宏观

应力的变化近似地用幂指数关系来拟合，其拟合方程

示于相应的图中。图中ΔSp与ΔSq分别指代等向压缩

与等 p剪切过程中的细观结构参数增量，其结果由式

（1）细观统计计算获得。 

 
图 5 DEM 模拟的加载应力路径 

Fig. 5 Loading stress paths in DEM simulation 

 

 

 

 

图 6 不同应力路径下细观结构参数 S 的变化与宏观应力之间 

.的关系 

Fig. 6 Change of microstructural parameter S against macro stress  

under different stress paths  

假定同一屈服面上土体具有相同的本征变量。比

如说，剑桥模型假定同一屈服面上土体具有相同的塑

性功。本文假定同一屈服面上土体的细观结构参数S
相同，也就是说以细观结构参数 S作为硬化参数。基

于此假定，从同一应力状态出发，沿着不同的应力路

径到达某一新的屈服面，其细观结构参数 S的变化相

等。例如，假定图 5 中分别沿等向压缩路径和沿等 p
剪切路径到达新的屈服面，其细观结构势参数 S的变

化量相等，即ΔSp=ΔSq，其表达式为 
1 2

1 2=
n n

xp p qk k
p p

    
   
   

  ，        (2) 

式中， 1k 与 1n 分别为等向压缩过程中幂指型关系的系

数与指数， 2k 与 2n 分别为等 p剪切过程中幂指型关系

的系数与指数。对式（2）整理得屈服函数为 

 1 0
n

xpqf k
p p

 
    

 
  ，      (3) 

式中，   21/
1 2 1 2/ , / nn n n k k k  。对应于图 6 的结果，

1 0.939k  ， 2 0.943k  ， 1 0.978n  ， 2 1.373n  ，

0.997k  ， 0.712n  。 
根据侧限压缩和等 3 剪切两个应力路径，同样能

够得到式（3）的屈服函数。图 7 为分别由两条不同的

应力路径得到的两条屈服曲线。由图 7 可知，这两条

屈服曲线相当吻合，从而验证了以细观结构参数 S作
为硬化参数来建立屈服面的合理性。 

 

图 7 由不同应力路径得到的基于细观结构的屈服面 

Fig. 7 Microstructure-based yield surfaces of granular materials  

.from different stress paths 
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对屈服函数表达式（3）求导可得 

 
1 1 1 2 1 1d =

d ( 1) ( 1)

m m m m m m

m m m

q mp q k p m k
p m p q m




     


 
，(4) 

式中， 1 / 1m n  ， /q p  。对于粗粒料，不考虑

其在饱和状态下的失稳路径，因此当其应力比达到峰

值时， f d 0M q  ， 。代入式（ 4 ），可求得
1

f
mk mM 。因此，式（3）中参数 k、n存在内在的

关系，并与粗粒料峰值强度有关。 

2  粗粒料弹塑性本构模型 
2.1  剪胀方程 

图 8 为粗粒料典型的应力应变关系曲线。其主要

特征为在 A点体积应变从剪缩转变为剪胀， p
vd =0 ，

对应的应力比 M （本文称为变相应力比），小于峰

值应力比 fM 。同时，在 A 点， p
dd 0  ， d 0q  ，显

然 p p
v dd d d d 0p q   ，即不满足正交流动法则。根据

此特征，结合式（4），本文建议剪胀方程为 

 
p 1 1
v
p
d

d
=

d ( 1)

m m

m

mM m
m

 
 

 


  。       (5) 

 

图 8 粗粒料典型的应力应变关系曲线 

Fig. 8 Typical stress-strain relationship of coarse-grained materials  

若参数 1m  ，则式（5）转化为修正剑桥模型中

的剪胀方程。因此，通过调整参数m，式（5）可以

统一描述黏土、粗粒料等不同岩土材料的剪胀特性。 
2.2  硬化参数H  

将屈服函数表达式（3）写成对数形式，可得 

 

1

1 1ln 1 ln ln
n

x
n n

q p p
k p

 
     
 

 。  (6) 

类比剑桥模型，令  0 expxp p H ，式中H为硬

化参数。则式（6）可以写为 

 

1

1 1
0

ln ln 1 0
n

n n

p qf H
p

k p

 
       
 

 。 (7) 

由上文可知，屈服函数表达式（3）以细观结构参

数 S 为硬化参数。在宏观上，细观结构参数 S 相当于

塑性功，因为细观上颗粒接触力分布 ( )F  与颗粒接

点数分布 ( )N  分别对应于宏观的应力与应变。因此

宏观上硬化参数H可用塑性功表示： 
 p p

p 1 v 2 dd ( , )d ( , )dH w p p            ， (8) 

式中， 1( , )p  和 2 ( , )p  分别为应力状态的函数。 
将剪胀方程式（5）代入式（8）得 

p p
1 v 2 v1 1

( 1)( , )d ( , ) d
m

m m

mH p p
mM m

     
 

 
   
  

p
v( , )dp      。                      (9) 

将式（9）代入屈服函数的表达式（7），求全微分

得到塑性体积应变增量： 

 p
v

1d d d
( , )

f fp q
p p q


 

  
    

  。    (10) 

将屈服函数分别对 p、q求偏导数，并代入式（10）
得 

1 1
p f
v 1 1 1 1

f f

1 1 ( 1)d d d
( , )

m m m

m m m m

mM m mp q
p p mM mM

 


   

 

   

  
    

。

(11) 
在等向压缩条件下， d 0q  ， 0  ，式（11）

表示为 

 p
v 0

d 1d
( , )

p
p p 
     。      (12) 

大量试验结果表明，对于无黏性土，等向压缩试

验的体积应变 v 与固结应力 p 在双对数坐标系下近

似为线性关系[26-27]。对于粗粒料，弹性变形较小，可

以认为 p
v v  ，即有 

 p
v

a

pt
p




 

  
 

  ，           (13) 

式中， p
v 为塑性体应变， ap为大气压，t，为参数。 

对式（13）进行求导，并与式（12）联立，可得 

 0

a

1 1
( , )p pt

p

  


 
 
 
 

  。     (14) 

另一方面，当 M  ，即达到变相应力比时，
p
vd 0  ，代入式（11）得 

 1 0
( , ) Mp       。           (15) 

在满足式（14）、（15）的条件下，基于式（11），
通过大量试算后，本文确定 ( , )p q 的表达形式为 

 
1 11

f
1 1 1

f

a

1( , )
m mm

m m m

MMp q
M M pt

p









 

  




  
 
 

 。 (16) 

最后，将式（16）代入式（9），得到硬化参数H
的具体表达式为 
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表 1 3 种不同粗粒料的本构模型参数 

Table1 Constitutive model parameters of 3 different coarse-grained materials  

粗粒料 0e  0 /(°)  /(°) 0 /(°)  /(°) m  t        

过渡层 0.24 55.7 10.6 50.2 6.9 0.8 0.1419 0.9632 0.006 0.3 
主堆石 I 0.22 51.2  9.4 44.2 4.1 0.7 0.2806 0.8644 0.002 0.3 
主堆石 II 0.23 52.2  8.9 45.8 4.3 0.7 0.2275 0.8975 0.003 0.3 

 
1 11

pf
v1 1 1

f

a

1= d
m mm

m m m

MMH
M Mpt

p









 

  


 

 
 

  。 (17) 

对式（17）求导得 

 
1 1 1

p f
v 1 1 1

a f

d d
m m m

m m m

Mp Mt H
p M M




 


  

  

  
    

 。(18) 

因为在加载过程中，d 0H≥ 始终成立，由式（18）
知：当 fM M   时， p

vd 0  ，土体发生剪缩；当 M 

时， p
vd 0  ，此时为剪缩到剪胀的过渡状态；当

fM M  时， p
vd 0  ，土体发生剪胀；当 fM 时，

d 0H  ，土体达到峰值强度，屈服面停止扩张。 
2.3  弹性变形特性  

粗粒料的弹性体积应变可以按 e– lg p图中的回

弹曲线计算，由此可以确定弹性体积应变的表达式为 

 e
v

0

dd
1

p
e p


 


  ，           (19) 

式中， 为 lge p 图中回弹直线的斜率， 0e 为初始孔

隙比。 
设粗粒料的泊松比为，弹性广义剪应变的表达

式为 

 e
d

0

2 1 dd
9 1 2 1

q
e p

 






 

  。   (20) 

3  模型参数确定及试验验证 
3.1  模型参数确定 

本文建立的模型共有 fM ，M ，m，， t， ，

 七个参数，可以分为 3 组。 
（1）剪切特性参数 fM ，M ，m  
参数 fM 与M 根据粗粒料的峰值内摩擦角 、临

胀内摩擦角 （排水剪切试验中剪缩与剪胀的转换点

对应的内摩擦角）按下式计算： 

 
f

6sin  
3 sin
6sin  

3 sin

M

M







  


 

，

。

              (21) 

土石坝工程中，粗粒料的峰值内摩擦角 通常与

平均应力 p 有关，即强度具有非线性特性，可以用以

下函数关系表示： 

 0
a

lg p
p

  
 

    
 

  ，         (22) 

式中， 0 是平均应力等于一个大气压力（ ap p ）

时的峰值内摩擦角，  表示平均应力增加一个数量

级时峰值内摩擦角降低的幅度。 
与式（22）类似，假定临胀内摩擦角 与平均应

力 p 的关系为[15] 

 0
a

lg p
p

  
 

    
 

  ，      (23) 

式中， 0 是平均应力等于一个大气压力（ ap p ）

时的临胀内摩擦角，  表示平均应力增加一个数量

级时临胀内摩擦角降低的幅度。 
根据三轴压缩试验结果，分别以 p p

v dd / d  与 为

纵、横坐标整理得到一系列试验点，按照剪胀方程式

（5）进行拟合，即可确定参数m。 
（2）压缩特性参数， t  
参数  和 t根据粗粒料的等向压缩试验结果，整

理 v – a( / )p p 的关系，按式（13）进行拟合确定； 
（3）弹性变形参数 ，  

 为 e– lg p回弹曲线的斜率， 为泊松比，对粗

粒料一般取 0.3 左右。 
3.2  试验验证 

为了验证本文提出的粗粒料弹塑性本构模型，对

于某混凝土面板堆石坝过渡层、主堆石 I 区、主堆石

II 区的 3 种典型粗粒料，根据三轴压缩试验及等向压

缩试验结果，按 3.1 节所述的方法分别整理得到模型

参数，如表 1 所示。 
图 9～11 为 3 种粗粒料不同围压下的三轴压缩试 

 

图 9 三轴压缩试验结果及模型预测结果（过渡层堆石料） 

Fig. 9 Trixial compression test results vs. model predictions  

(Rockfill in transitional area) 
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图 10 三轴压缩试验结果及模型预测结果（主堆石料 I） 

Fig. 10 Trixial compression test results vs. model predictions  

.(main rockfill I) 

 

图 11 三轴压缩试验结果及模型预测结果（主堆石料 II） 

Fig. 11 Trixial compression test results vs. model predictions  

.(main rockfill II) 

验结果与模型预测结果的对比。可以看出，模型预测

结果与试验结果吻合较好，较好地反映了粗粒料在低

围压下剪胀、高围压下剪缩的特性，从而验证了本文

模型的合理性。 

4  结    语 
本文针对粗粒料剪胀性与强度非线性两个主要特

性，在经典弹塑性理论框架内，基于细观结构建立了

一个粗粒料的弹塑性本构模型。模型采用一种基于材

料细观结构参数 S 变化推导得到的颗粒材料屈服函

数，在此基础上由非相关联流动法则得到了粗粒料的

剪胀方程，结合粗粒料典型的三轴压缩试验结果，引

入一种无黏性土的压缩模式，构造了能够统一描述粗

粒料剪胀、剪缩特性的硬化参数H ，采用随平均应力

增加而减小的峰值内摩擦角描述粗粒料的强度非线

性。模型共有 7 个参数，可通过常规三轴试验和等向

压缩试验确定。 
用本文模型对 3 种不同粗粒料的三轴压缩试验进

行了预测，模型预测结果与试验结果吻合良好，表明

本文模型能够合理地反映粗粒料的应力变形特性，同

时也验证了由细观结构变化推导得到的颗粒材料屈服

函数的合理性。 
颗粒破碎也是粗粒材料的一个重要的特性，本文

模型尚未考虑，值得进一步研究。 
 
致  谢：本文模型在构建过程中受得到北京航空航天大学姚仰

平教授的帮助，特此表示衷心的感谢！ 
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