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横观各向同性砂土的强度准则 
曹  威，王  睿，张建民 

（清华大学水沙科学与水利水电工程国家重点实验室，北京 100084） 

摘  要：提出了一个物理意义清晰且满足客观性原理的横观各向同性砂土的强度准则。通过对典型试验结果的观察，

总结了各向异性粒状材料峰值强度随加载方向的变化规律。分析了强度发挥的物理机制，定义了一个新的无量纲各向

异性参量 Λ(σ, F)，用于度量应力张量与组构张量的相对方位。利用该各向异性参量将 SMP 准则推广，得到一个新的适

用于横观各向同性砂土的强度准则。在沉积面方位已知的情况下，该准则只需确定两个试验参数 kf0和 k，其中 kf0代表

基准强度，k 代表各向异性程度的大小。kf0和 k 通过两个加载方向不同的破坏试验即可确定。通过物理试验和数值试验

结果初步验证了该准则的有效性。 
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New strength criterion for sand with cross-anisotropy 

CAO Wei, WANG Rui, ZHANG Jian-min 
(State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract: It is aimed to develop a strength criterion complying with the principle of objectivity for sand with cross-anisotropy. 

First, how the peak strength of anisotropic granular material varies with the loading direction is observed through some typical 

tests. Then, the mechanism of the strength mobilizing is analyzed, and a novel dimensionless anisotropy parameter Λ(σ, F), 

which measures the relative direction of stress tensor and fabric tensor, is defined. Using this parameter, the spatial mobilized 

plane (SMP) criterion is extended to describe the strength of sand with cross-anisotropy. If the position of the depositional plane 

is known, there are only two parameters, kf0 and k, to be determined in the criterion. They can be both easily determined by two 

experiments with different loading directions. The essential effectiveness of the new criterion is confirmed by the experimental 

facts and numerical modeling. 
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0  引    言 
物质的各向异性是指其性质在不同的空间方位具

有差异性，横观各向同性是各向异性的一种简单的特

殊形式。在重力场中沉积的砂土，其颗粒排列、力学

性质通常具有横观各向同性。这种现象在土质地层中

普遍存在，对土的力学性能有着重要的影响。例如，

Oda 等[1]的条形基础模型试验表明，加载方向不同时，

承载力差别可高达 50%；殷宗泽等[2]认为，对堆石料

各向异性考虑不足可能是面板堆石坝面板应力计算不

够准确的原因之一，需要研究和建立更符合实际情况

的各向异性本构模型，才能解决好这一常遇的难题。 
由于问题的普遍性和重要性，砂土的各向异性受

到了国内外诸多学者的关注和研究。1883 年，Darwin
就注意到了砂土具有各向异性，但将其作为专门的题

目进行研究，是从 Casagrande 等[3]才开始的，Duncan

等[4]也是较早进行相关研究的学者。此后许多学者进

行了试验研究，例如，Arthur 等[5]、Tatsuoka 等[6]进行

了平面应变试验；Yamada 等[7]、Ablelev 等[8]进行了真

三轴试验；Kinya 等[9]、于艺林等[10]、Rodriguez 等[11]

进行了空心圆柱扭剪试验；张连卫[12]、张雷[13]进行了

理想粒状材料试验；Fu 等[14]使用离散元方法进行了数

值模拟。 

在众多的已有研究中，各向异性砂土的强度备受

关注，许多各向异性砂土强度准则被相继提出。考虑

土的各向异性的代表性方法有以下几种：①最危险滑

动面法[15]，②加载方向法[16-18]，③组构张量法[19-22]，

④扩展经典准则法[18, 23-25]。在这些方法中，最危险滑
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动面法需要事先假定难以由试验获得的截面强度分布

规律，而且往往得到隐式准则，求解复杂；加载方向

法[16-18]中“加载方向”的物理含义显得不够清晰；某

些扩展 SMP 准则的方法[18, 23-25]有非常清晰的物理含

义，但在某些两个主应力相等（即中主应力系数为 0
或 1）的特殊的应力状态下，由于主应力方向的不确

定性而导致有无穷多组空间滑动面，可能导致不满足

客观性原理的问题；组构张量法和扩展经典准则法分

别在数学上的严格和物理上的清晰上各具优势，但截

至目前，在这个框架内提出的若干方法还存在一些不

足，如在某些特殊情况下不满足客观性原理，或难以

反映强度随大主应力方向角的非单调变化等。 
本文在观察和总结已有试验规律、揭示颗粒材料

强度发挥物理机制的基础上，尝试运用简洁的数学公

式对各向异性砂土强度进行合理描述，同时给出参数

的确定方法并引用典型试验数据进行验证，最终建立

概念清晰、简洁实用的各向异性砂土强度理论准则。 
已有各向异性强度准则一般参数较多，而本文公

式的主要特点是形式简单、物理意义比较明确、参数

少且容易确定；与 Pietruszczak 等[16-17]和 Kong 等[18]

建议的各向异性强度准则相比，本文准则定义各向异

性参量的方式更加直接，能更为合理地确定强度的最

小值及对应的大主应力作用方向；与直接依赖于空间

滑动面与沉积面夹角的强度准则[18, 23-25]相比，还具有

满足客观性原理的优点。 

1  试验规律 
粒状材料峰值摩擦角随大主应力方向角的变化而

变化，表现了其强度的各向异性特征。为叙述方便，

定义沉积面与大主应力面所夹锐角为大主应力方向

角，用 δ 表示，如图 1 所示。图 2 为一些典型的试验

结果，其中图 2（a）为张连卫[13]得到的二维理想粒状

材料的物理试验结果，图 2（b）为 Fu 等[14]得到的二

维理想粒状材料的数值模拟试验结果，图 2（c）为

Kinya 等[9]得到的丰浦砂物理试验的结果。 

 

图 1 大主应力方向角的定义 

Fig. 1 Definition of angle of major principal stress 

3 种类型的试验结果均表明，各向异性粒状材料

强度的发挥与大主应力方向角 δ 有如下显著关系：①

当大主应力方向与沉积面法向重合时，强度达到最大

值；②随着大主应力方向角的增大，砂土强度整体上

呈减小的趋势，但并不是单调减小的；③大主应力方

向角在 60°左右时，强度达到最小值。 

 

图 2 峰值摩擦角与大主应力方向的关系 

Fig. 2 Relationship between peak friction angle and orientation of  

major principal stress 

2  物理机制 
张建民 [26]对二维理想粒状材料试验结果进行了

细致观察和分析，揭示了颗粒集合体内的滑移、偏转、

破碎 3 种细观变形机制及其组合变化对摩擦效应的影

响，提出的偏转机制和卓越剪切方向的概念对理解颗

粒各向异性强度规律具有重要的参考价值。张建民 [26]

指出，卓越剪切方向是剪切带的生成方向，具有唯一 

性，它与大主应力方向的夹角为 cr45 +
2
 （ cr 为颗粒 

材料表观滑动摩擦角），如图 3 所示。加载过程中，随

着颗粒材料强度逐渐发挥，颗粒长轴有逐渐向卓越剪

切方向偏转的趋势。 
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图 3 卓越剪切方向示意图 

Fig. 3 Illustration of dominant shear direction 

在二维各向异性粒状材料中，卓越剪切方向与沉

积面之间的夹角（图 3 中的 ）越大，材料达到峰值

强度时颗粒偏转的趋势就越大，所需克服的阻力也越

大，表观峰值摩擦角也就越大。二维各向异性粒状材

料试验观察揭示的机理为砂土各向异性强度研究提供

了重要思路。本文基于卓越剪切方向的概念，在

Matsuoka 等[27]建立的各向同性空间滑动面（SMP）理

论框架下，建立三维的横观各项同性砂土强度准则。

SMP 理论认为土单元在外力的作用下，砂土颗粒有向

SMP 偏转的趋势，因而本文做出如下假设：SMP 是

砂土颗粒发生滑移的平均优势面，类似于二维情形下

的卓越剪切面。 
若将应力张量表示为 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3    e e e e e e   ，    (1) 

其中， 1 ， 2 ， 3 分别为应力张量σ的第一，第二，

第三主应力， 1e ， 2e ， 3e 分别为第一、第二、第三主

应力方向的单位向量，则在主应力空间中，一个典型

的 SMP 如图 4 所示，这个 SMP 的单位法向为 

 
1 2 3

1 2 3
SMP

1 2 3

1 1 1

1 1 1
σ σ σ

σ σ σ

 


 

e e e

n   ，  (2) 

SMP 退化到二维情况，表达式为 

 
1 3

1 3
SMP,2D

1 3

1 1

1 1
 

 






e e

n   ，       (3) 

与张建民[26]提出的卓越剪切方向是重合的。 
SMP 是由应力状态决定的，可以看作是应力空间

中的优势滑动面；而沉积面则是由材料的内在组构决

定的，可以视为组构空间的抗剪薄弱面。根据二维理

想棒状材料的试验结果和机理分析，以及 SMP 是砂

土颗粒发生滑移的平均优势面的假设，可以推断：

SMP 与沉积面夹角越小，材料强度也就越低。无论是

二维的各向异性粒状材料还是三维的各向异性粒状材

料，由于应力张量与组构的相对空间关系不同，导致

了峰值强度发挥时颗粒偏转所需克服的阻力大小不

同，是粒状材料峰值强度具有各向异性的细观物理基

础。 

 

图 4 空间滑动面示意图（Matsuoka 等，1974） 

Fig. 4 Illustration of spatial mobilized plane (Matsuoka et al., 

1974) 

3  横观各向同性强度准则及参数确定 
3.1  横观各向同性强度准则 

Matsuoka[28]基于 SMP 概念提出的强度准则具有

明晰的物理含义，且能合理地考虑中主应力效应，本

文尝试将其推广到适用于横观各向同性砂土。SMP 准

则的表达式为 

 1 2
f

3

I I k
I

   ，              (4) 

式中， 1I ， 2I ， 3I 分别为应力张量 的第一，第二，

第三不变量， fk 为由试验确定的、反映材料强度特性

的常数。张建民等[29]将 SMP 准则写成数学形式上与

莫尔–库仑准则类似的形式： 

 SMP

SMP

tan
τ

Φ'


   ，           (5) 

式中， SMP 表示 SMP 上正应力大小， SMPτ 表示 SMP
面上剪应力大小，并将Φ' 称为表观摩擦角。由张量的

数学性质， SMP 及 SMPτ 满足如下关系： 

 SMP SMP SMP

2 2 2
SMP SMP SMP SMP

 

 + τ





  


  

，

。

n n

n n




   (6) 

通过简单的运算即可得到 

 SMP 1 2

SMP 3

1
9

τ I I
I

    。           (7) 

通过比较式（4）、（5）、（7）可以得到 fk 与 tanΦ' 的关

系： 
 2

f 9(tan 1)k Φ' +   ，           (8) 
即 fk 与 tanΦ' 是一一对应的，可以相互确定，因此式

（4）与式（5）是等价的。式（4）直接由张量不变量

写成，形式上更加简洁，而式（5）物理意义更加清晰，

而且更能在明确的物理意义下退化为二维的强度公
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式，所以本文的推广过程将直接从式（5）而非式（4）
出发，但为了最终表达式的简洁，最后的强度准则依

然会写成不变量的函数。令 triaxial 为常规三轴试验得

到的摩擦角，它与表观摩擦角Φ' 的关系为 

 triaxial
2 2tan tan

3
Φ'     ，       (9) 

两者可以方便地相互换算。 
另一方面，借鉴 Oda 等[30]的方法，用组构张量F

描述土的各向异性，表达式为 
1 [(1 ) (1 ) (1 ) ]

3 x x y y z z  


    


F = e e e e e e  ， (10) 

式中，ex ， ey 为沉积面内两个相互正交的单位向量，

ez 为沉积面垂直方向的单位向量，为用于描述各向

异性程度的参数。可以看出，在横观各向同性条件下，

组构张量 F 包含了沉积面法向 ez 和各向异性程度参

数两种信息。 
在各向异性材料中，tanΦ' 不再为常数，还与 及

F 的相对方向有关，因此 SMP 准则可改写为一个更

为普遍的形式： 

 SMP

SMP

tan ( , )
τ

Φ'


 F   。       (11) 

而为满足客观性原理，tan ( , )Φ' F 还必须是关于σ和

F 的各向同性函数。 
基于前文所述的物理机制，构造一个新的无量纲

数作为各向异性参量，其表达式为 
N SMP

1

( , )
I

 



F   ，      (12) 

式中， N 表示沉积面上的正应力大小。 

N z z   e e 。为沉积面与 SMP 之间夹角的

度量。当等于 0 时，沉积面与 SMP 重合，此时粒

状材料强度具有最小值；当逐渐偏离 0 时，沉积面

与 SMP 的夹角也逐渐增加，可以用 2 进行描述，此

时粒状材料强度也随之增加。另外，这样定义的是

 及F 的各向同性函数。 
图 5，6 为 1 3/ 3σ σ  、中主应力系数 b 取若干典

型值的情况下，， 2 与 δ 的函数关系。从图 5，6
中可以看出，与 δ 有良好的单调关系，而 2 则随着

沉积面与 SMP 的夹角的增大而增大。 
由于沉积面与 SMP 的夹角越大， 2 也越大，所

以假设 tanΦ' 与 2 有单调关系，照顾到数学形式上的

简洁，进一步假设 2tan Φ' 与 2 具有线性关系： 
 2 2tan ( )Φ' +     ，       (13) 

式中， ， 为与材料特性有关的常数。为了把最后

的表达式直接写成应力不变量的函数，将式（13）代

入式（8）得到 
 2

f ( , ) 9( 1)k + β  F   。  (14) 

并定义： 

 
f0

9  
9(1 ) 

k
k





  

，

，
              (15) 

即进行变量的代换，可得到 
 2

f f0( , )k k + kF   。      (16) 

将式（16）代入式（10）即得到 

 21 2
f0

3

I I k +k
I

   。          (17) 

式（17）即为将 SMP 准则推广后得到的横观各向同

性砂土的强度准则。其中， f0k 和 k 为材料参数。 f0k 为 

破坏状态下，沉积面与 SMP 面重合时（   ） 1 2

3

I I
I

的取值，因此代表了强度的基准值；而 k 表示 2 增加

一个单位时 1 2

3

I I
I

增加的大小，代表了各向异性程度的

大小。 

 

图 5 各向异性参数Λ与大主应力方向关系 

Fig. 5 Relationship between anisotropic parameter Λ and  

orientation of major principal stress 

 

图 6 各向异性参数Λ的平方与大主应力方向关系 

Fig. 6 Relationship between square of anisotropic parameter Λ and  

orientation of major principal stress 
二维情况与三维情况类似，但需考虑基本物理量

的表现形式稍有不同，例如，应力张量只有二维： 
 1 1 1 3 3 3  e e e e   ，          (18) 

组构张量也只有二维： 

 1
[(1 ) (1 ) ]

2
F = e e e ex x z z      ，  (19) 

应力不变量的表达式为 

 1 1 3

2 1 3

 
 

I
I

 
 

 
 

，

。
                 (20) 
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SMP 的法向此时应按式（3）写成二维形式，代入式

（6）可求得 SMP 面上的剪应力、正应力： 

 

2
SMP,2D

1

2
1 1 2 2

SMP,2D
1

2
 

4
 

I
I

I I I I
τ

I

 



 

，

。

        (21) 

从而可以求得 

 SMP,2D 1 1
2D

SMP,2D 2

tan 1
4
I IΦ'

I



     。  (22) 

类比于三维情况，即材料破坏时定义在 SMP 的表观

摩擦角 tanΦ' 为常数，二维情况下的 SMP 准则可以写

为 

 21 1
2D

2

4(tan 1)I I Φ' +
I

   ，     (23) 

也可以写为 

 1 1
f,2D

2

I I k
I

   。              (24) 

与三维情况一样，假设 2
2Dtan Φ' 与 2 具有线性关系，

即可得到二维情况下的类似的各向异性强度准则： 

 21 1
f0

2

I I k +k
I

   。          (25) 

相应的各向异性参量和材料参数的物理意义与三

维情况类似。式（17）与式（25）中的材料参数 k 都

在宏观上代表各向异性程度的大小，而式（10）中的
则在细观上表示土的各向异性程度的大小，将这两个

量联系起来对于统一砂土各向异性强度的细观机理与

宏观现象具有重要意义，但其具体关系仍需通过进一

步的物理和数值研究中确定。 
3.2  参数确定 

对三维横观各向同性粒状材料，做任意两个大主

应力方向角不同强度试验，利用试验结果即可得到如

下方程组： 

 

21 2
f0 f1

3 f1

21 2
f0 f2

3 f2

 

 

I I
k + k

I

I I k + k
I

 



 
 

 

   
 

，

。

  (26) 

其中，下标 f 表示取材料破坏时的值，下标 1，2 对应

第 1 个试验和第 2 个试验。 
原则上，只要 2 2

f1 f2  ，就可以通过上述一元二

次方程组求得所需的两个强度参数 f0k 和 k 。为保证精

度， 2
f1 与 2

f2 应该有足够的差异，试验也应尽量简单，

因此建议采用两个中主应力系数 b 均为 0，大主应力

方向角分别为 0°和 90°的真三轴试验确定材料参

数。此时，式（21）就可以写为 

 

o

o

21 2
f0 f0

3 f 0

21 2
f0 f90

3 f 90

 

 

I I k + k
I

I I k +k
I

 



 
 

 

    





，

。

  (27) 

其中，下标 0°，90°分别对应大主应力方向角为 0°，

90°的试验。解式（22）得到 

 

1 2
2

3 f 0f 90f 0
2 2 2

f 90 f 0 f 0 1 2

3 f 90

11
1

I I
Ik

k I I
I



  

  
  

            
            

  



  



。(28) 

对比式（17）和式（25）可知，在二维情况下与

之对应的参数求取公式为 

1 1
2

2 f 0f 90f 0
2 2 2

f 90 f 0 f 0 1 1

2 f 90

11
1

I I
Ik

k I I
I



  

  
              

              



  



 。 (29) 

式（28）、（29）即为所提出的各向异性强度准则在三

维和二维情况下的参数确定方法。 

4  试验验证 
采用典型试验结果对所提出的强度准则进行验

证，结果如图 7 所示。其中各向异性强度参数取值均

利用大主应力方向角为 0°和 90°时试验结果确定，

其余各大主应力方向角的峰值强度则是采用本文建立

的横观各向同性强度准则计算得到的。 
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图 7 强度准则的验证 

Fig. 7 Validation of the strength criteria 

对比本文强度准则计算结果与实际试验结果可以

看出，针对二维和三维试验的物理和数值试验，本文

提出的方法能够对任意大主应力方向角对应的峰值摩

擦角给出较为准确的预测。 

5  结    论 
在观察各向异性粒状材料强度规律和理解强度发

挥物理机制的基础上，本文引入一个新的无量纲的各

向异性参量，并利用该参量将 SMP 准则推广，提出

了一个适用于横观各向同性砂土的强度准则，同时给

出了两个参数的试验确定方法，并与已有的试验数据

进行了对比验证，初步验证了所提准则的适用性。该

准则具有以下主要优点： 
（1）表达式是显式的，形式简洁，运算简便，同

时满足客观性原理。 
（2）能更为合理地确定强度的最小值及对应的大

主应力作用方向，描述大主应力作用方向不同对横观

各向同性砂土峰值抗剪强度的影响。 
（3）两个强度参数的物理含义清晰且易于试验确

定，在沉积面已知的情况下，相比于各向同性准则只

需多确定一个参数。  
需要说明的是：本文准则的适用性，还有待于更

多试验数据的检验；本文准则的实际应用，有赖于沉

积面方向和土体应力状态的确定，因此仍需配合相关

勘测和计算方法。 
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